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1 グランドカノニカル分布

1.1 グランドカノニカル分布の導入

•ミクロカノニカル分布：孤立系　拘束条件がきつい

⇒計算がしにくい

•カノニカル分布：熱浴とエネルギーのやりとりをし

て平衡状態にある系

•グランドカノニカル分布：熱・粒子浴とエネルギー・

粒子のやりとりをして平衡状態にある系　拘束条件

がゆるい⇒計算がしやすい
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熱・粒子浴

(bath;reservoir)
系

E0−Ei

N0−Ni

Ei,Ni

•熱・粒子浴＋系

全エネルギーE0 、全粒子数：N0（一定）

•系が i番目の固有状態にある確率piを考える

(粒子数Niの違う状態も通し番号を付ける)

– 系

固有エネルギー：Ei、粒子数：Ni

– 熱・粒子浴

エネルギー：E0 − Ei、粒子数：N0 −Ni

エネルギーEB

粒子数NB

}
の熱・粒子浴の状態数:WB(EB, NB)

カノニカル分布の導入の時と同じように考えて、

pi ∝ WB(E0 − Ei, N0 −Ni)
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熱・粒子浴が系よりずっと大きい極限を考える

lnWB(E0 − Ei, N0 −Ni)をE0 >> Ei、N0 >> Niと考

えてテーラー展開すると

lnWB(E0 − Ei, N0 −Ni) ≃ lnWB(E0, N0)

− Ei
∂lnWB(EB, NB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

エネルギー

− Ni
∂lnWB(EB, NB)

∂NB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

粒子数

β ≡ ∂lnWB(EB, NB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

(= 1/kBT )

βµ ≡ − ∂lnWB(EB, NB)

∂NB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

(µ :化学ポテンシャル)

β、µは熱・粒子浴だけで定まる定数。系の個性を反映
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しない。

lnWB(E0 − Ei, N0 −Ni)

= lnWB(E0, N0)− βEi + µβNi

= lnWB(E0, N0)− β(Ei − µNi)

pi ∝ WB(E0 − Ei, N0 −Ni)

= WB(E0, N0) exp(−β(Ei − µNi))

pi ∝ exp(−β(Ei − µNi))

pi =
exp(−β(Ei − µNi))

Ξ(β, µ)
:グランドカノニカル分布

Ξ(T, V, µ) =
∑
i

exp(−β(Ei − µNi))

: 大分配関数(Grand partition function)∑
i

は系のすべての状態（粒子数の異なる状態も含む）

についての和を表す。

J(T, V, µ) = −kBT lnΞ(T, V, µ)：グランドポテンシャル
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•同じβ（温度）を持つ系はエネルギーのやりとりに

ついて同じ熱・粒子浴と熱平衡にある

•同じµ（化学ポテンシャル）を持つ系は粒子のやり

とりについて同じ熱・粒子浴と熱平衡にある

熱・粒子浴

(bath;reservoir)

系1

T,µは
熱・粒子浴の

状態数WBで定まる

T,µ

系2

T,µ

くっつけても

変化が起きない

互いに熱・粒子平衡

⇓

同じβ（温度）µ（化学ポテンシャル）を持つ系はエネル
ギー・粒子のやりとりについて互いに熱平衡にある
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1.2 大分配関数と熱力学的諸量
大分配関数の色々な表し方

Ξ(T, V, µ) =
∑
i

exp(−β(Ei − µNi))

• i : 異なる粒子数の状態も含めて通し番号

– Ei : i番目の状態のエネルギー

– Ni : i番目の状態の粒子数

各項は系が i番目の状態にある確率に比例

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

∑
α

exp(−β(Eα(N)− µN))

• α : 粒子数Nの状態の内の番号

– Eα(N) : 粒子数Nの状態の内、α番目の状態の

エネルギー

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

∑
α

exp(−βEα(N)) exp βµN

=
∑
N

Z(T, V,N) exp βµN

各項は系の粒子数がNである確率に比例

(Z = e−βFより) =
∑
N

exp(−β(F (T, V,N)− µN))
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1.グランドポテンシャル Jとヘルムホルツの自由エ

ネルギーF

J(T, V, µ) ≡ −kBT lnΞ(T, V, µ)

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

e−β(F (T,V,N)−µN)

Nは巨視的な量

⇓
e−β(F−µN) ∝ 系の粒子数がNである確率

⇒幅O(
√
N)のシャープな関数

N

O(N1/2)

Nmax

e−β(F−µN)

F (T, V,N)− µNが最大になるN : Nmaxのまわり

にO(
√
N)程度の幅

粒子数の期待値< N >= Nmaxとしてよい。

⇓
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Ξ(T, V, µ) ≃ exp(−β(F (T, V,Nmax)− µNmax))×O(
√
N)

J(T, V, µ) = F (T, V,Nmax)− µNmax

Nmax(=< N >)の満たす式

∂

∂N
(F (T, V,N)− µN)

∣∣∣∣
T,V,N=Nmax

= 0

⇓

µ =
∂F (T, V,N)

∂N

∣∣∣∣
T,V,N=Nmax

これによりカノニカル分布のF (T, V,N)から化学ポ

テンシャルµを得ることができる。

Nmaxが与えられた粒子数Nに等しくなくてはなら

ない

J(T, V, µ) = minN [F (T, V,N)− µN ], µ =
∂F (T, V,N)

∂N

∣∣∣∣
T,V

µ : 粒子数Nに共役な「外力」ルジャンドル変換
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「与えられた粒子数」と確率的に分布している「粒

子数」を同じNで表記するのは正確には正しくな

い。しかし、表記が煩雑になるのでしばしば「さぼ

って」こういう書き方をする
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2.粒子数Nの期待値

< N > =
∑
i

piNi =
1

Ξ

∑
i

Ni exp(−β(Ei − µNi))

=
1

βΞ

∂

∂µ

∑
i

exp(−β(Ei − µNi)) =
1

βΞ

∂

∂µ
Ξ

=
1

β

∂

∂µ
lnΞ = − ∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

(J = −kBT lnΞ)

N = − ∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

実際には普通Nが与えられるのでこの式からµを定

める。

3.圧力P

系がi番目の固有状態にある時の圧力: Pi = −dEi(V )

dV

< Pi > =
1

Ξ

∑
i

(
−dEi(V )

dV

)
exp(−β(Ei(V )− µNi))

=
1

βΞ

∂

∂V

∑
i

exp(−β(Ei(V )− µNi))

∣∣∣∣∣
T,µ

=
1

βΞ

∂Ξ

∂V

∣∣∣∣
T,µ

= − ∂J

∂V

∣∣∣∣
T,µ
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P = − ∂J

∂V

∣∣∣∣
T,µ
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4.内部エネルギー

∂lnΞ

∂β
= −1

Ξ

∑
i

(Ei − µNi) exp(−β(Ei − µNi))

= −(⟨Ei⟩ − µ ⟨Ni⟩) = −(U − µN)

lnΞ = −βJであるから、内部エネルギーUは

U =
∂βJ

∂β

∣∣∣∣
V,µ

+ µN = − T 2 ∂

∂T

J

T

∣∣∣∣
V,µ

− µ
∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

U = − T 2 ∂

∂T

J

T

∣∣∣∣
V,µ

− µ
∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

5.エントロピー

U = − T 2 ∂

∂T

J

T

∣∣∣∣
V,µ

− µ
∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

= − T
∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

+ J + µN = − T
∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

+ F

S =
U − F

T
= − ∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ
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6.熱力学的関数の微小変化（全微分）

•グランドポテンシャル

dJ =
∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

dT +
∂J

∂V

∣∣∣∣
T,µ

dV +
∂J

∂µ

∣∣∣∣
V,T

dµ

S = − ∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

, P = − ∂J

∂V

∣∣∣∣
T,µ

, N = − ∂J

∂µ

∣∣∣∣
V,T

より

= −SdT − PdV −Ndµ

•Helmholtzの自由エネルギー

µ =
∂F

∂N

∣∣∣∣
T,V,N

より

dF = d(J + µN) = −SdT − PdV + µdN

•Gibbsの自由エネルギー

dG = d(F + PV ) = −SdT + V dP + µdN

•内部エネルギー

dU = d(F + TS) = TdS − PdV + µdN

•エンタルピー

dH = d(U + PV ) = −SdT + V dP + µdN (1)
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7. Jの正体

J(T, V, µ) = F − µN : 示量性

独立変数：T :　示強性、V :　示量性、µ:　示強性

J(T,V1,µ) J(T,V2,µ)

V1 V2

J(T, V1 + V2, µ) = J(T, V1, µ) + J(T, V2, µ)

V について線形の関数（V に比例）

J(T, V, µ) = V j(T, µ)

j(T, µ):単位体積あたりのグランドポテンシャル

p = − ∂J(T, V, µ)

∂V

∣∣∣∣
T,µ

= −j(T, µ)

従って

J = −pV

より正確にはJ(T, V, µ) = −p(T, µ)V と書くべき。

pをT, V, µの関数として与えなければJを求めたこ

とにならない。
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2 グランドカノニカル分布の応用

2.1 理想気体

大分配関数

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

∑
α

exp(−β(Eα(N)− µN))

=
∑
N

Z(T, V,N) exp(βµN)

分配関数

Z(T, V,N) =
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

Ξ(T, V, µ) =

∞∑
N=0

Z(T, V,N)eβµN

=

∞∑
N=0

V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

eβµN

=

∞∑
N=0

1

N !

{
V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ

}N

= exp

{
V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ

}
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グランドポテンシャル

J(T, V, µ) = −pV = −kBTV
(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ

このままでは状態方程式になっていない！まだµは未知

粒子数の期待値

< N >= −∂J
∂µ

= V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ

これが与えられた粒子数と等しくなるように化学ポテ

ンシャルµが定まる

eβµ =
N

V

(
h2

2πmkBT

)3/2

: fugacity(逃散能）

pV = NkBT :状態方程式
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2.2 吸着原子系

固体表面にN0個の吸着点（まわりにある気体分子を吸

着することの出来る点）がある。

吸着点（吸着サイト） N0個

吸着原子　　　Na個

各吸着点のエネルギー

•分子が吸着している時：−ϵ(< 0)

•分子が吸着していないとき：0

i番目の吸着点にある分子数：ni (= 0 or 1, i = 1, ..., N0)

全吸着原子数 : Na =

N0∑
i=1

ni

全エネルギー : E =

N0∑
i=1

(−ϵni) = −
N0∑
i=1

ϵni
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大分配関数

Ξ =

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN0=0

exp

{
β

N0∑
i=1

ϵni + βµa

N0∑
i=1

ni

}

=

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN0=0

exp

{
β

N0∑
i=1

(ϵ + µa)ni

}

=

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN0=0

N0∏
i=1

exp {β(ϵ + µa)ni}

=

N0∏
i=1

1∑
ni=0

exp {β(ϵ + µa)ni}

=

N0∏
i=1

{1 + exp(β(ϵ + µa))} = {1 + exp(β(ϵ + µa))}N0

i番目の吸着サイトの大分配関数

ξi =

1∑
ni=0

exp {βϵni + βµani} =

1∑
ni=0

exp {β(ϵ + µa)ni}

= 1 + exp(β(ϵ + µa)) ≡ ξ

Ξ =

N0∏
i=1

ξi = ξN0

一つ一つの吸着サイトが独立な場合にはこのように書

ける
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グランドポテンシャル

J(T, µa) =

N0∑
i=1

ji = N0j

ji = lnξi ≡ lnξ = ln(1 + exp(β(ϵ + µa))) ≡ j

J(T, µa) = −kBTN0ln(1 + exp {β(ϵ + µa)})

吸着分子数の期待値

< Na > = − ∂J

∂µa
= kBTN0

β exp {β(ϵ + µa)}
1 + exp {β(ϵ + µa)}

=
N0

1 + exp {−β(ϵ + µa)}

これではまだ実験的にコントロールできない量µaが入

っている。 どうやってµaを決めるか？

吸着分子系は、気体状態の分子の系（理想気体とする）

と粒子のやりとりをして平衡状態にある。
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吸着点（吸着サイト）

吸着原子　気体原子

気体状態の原子

気体状態の分子数

Ng = V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµg

eβµg =
Ng

V

(
h2

2πmkBT

)3/2

=
p

kBT

(
h2

2πmkBT

)3/2

平衡条件：µa = µg
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吸着分子数

Na =
N0

1 +
kBT

p

(
2πmkBT

h2

)3/2

exp(−βϵ)
=

N0

1 + p0(T )/p

p0(T ) = kBT

(
2πmkBT

h2

)3/2

exp(−βϵ)とおいた

被覆比
θ ≡ Na

N0
=

1

1 + p0(T )/p
=

p

p + p0(T )

Langmuirの等温吸着式

0 10
0

0.5

1

p/p0

θ

被覆比θの圧力依存性

0 10T/ε

p0(T)

0 2 4
0

1

kBT/ε

θ

p大

p小

p0(T )の温度依存性　　被覆比θの温度依存性
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3 気体の量子統計力学

3.1 箱の中の自由粒子

L

L

L

L× L× Lの箱の中に閉じこめられた１粒子に対する

Schrödinger方程式

− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2

)
ψ(x, y, z) = ϵψ(x, y, z)

[固有状態]

1粒子状態 : ψ(x, y, z) = 1√
V
eik·r

~2

2m

(
k2x + k2y + k2z

)
ψ(x, y, z) = ϵψ(x, y, z)

[固有エネルギー]

ϵ = ϵ(k) ≡ ~2

2m
(k2x + k2y + k2z) =

~2k2

2m
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[周期境界条件]

ψ(x, y, z) = ψ(x + L, y, z) = ψ(x, y + L, z)

= ψ(x, y, z + L)

ei(kxx+kyy+kzz) = ei(kx(x+L)+kyy+kzz)

= ei(kxx+ky(y+L)+kzz) = ei(kxx+kyy+kz(z+L))

⇒ 1 = eikxL = eikyL = eikzL

[許されるkの値]

kx =
2πlx
L
, ky =

2πly
L
, kz =

2πlz
L

(−∞ < lx, ly, lz <∞; lx, ly, lzは整数)

１つの許されるk ⇔ １つの１粒子状態

N個の粒子の一つ一つが

これらの状態の内のどれかに入る。

[全系の状態]

|k1,k2,k3, ...,kN⟩ or |p1,p2,p3, ...,pN⟩

ki : i番目の粒子の波数

pi = ~ki : i番目の粒子の運動量
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[分配関数]

Z =
1

N !

∑
p1

∑
p2

∑
p3

...
∑
pN

exp

{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

}

pxi =
2π~lxi
L

, pyi =
2π~lyi
L

, pzi =
2π~lzi
L

(−∞ < lxi, lyi, lzi <∞; lxi, lyi, lziは整数)

pxi, pyi, pziの取り得る値の間隔 :
2π~
L

(L は巨視的な大きさ）

⇓

pxi, pyi, pziはほとんど連続変数（和　⇒ 積分)(
2π~
L

)3

あたり１つの運動量の値が許される。

Z =
1

N !

∫ ∞

−∞

d3p1(
2π~
L

)3 ... ∫ ∞

−∞

d3pN(
2π~
L

)3 exp
{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

}

=
V N

(2π~)NN !

∫ ∞

−∞
d3p1d

3p2....d
3pN exp

{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

}
これは古典理想気体の分配関数と同じ⇒どこに量子効

果があるのか？

単純にN !で割ってしまった点に問題がある。

24



量子力学的な粒子は「自己同一性」をもたない

1.「粒子 iが波数kの状態にあり粒子jが波数k′の状

態にある」ことと

2.「粒子jが波数kの状態にあり粒子 iが波数k′の状

態にある」ことは

粒子が区別できれば異なる状態

しかし

粒子が区別できなければおなじ状態。

k

k’

粒子i

k

k’

粒子j

粒子i

≡

粒子j

本当は同等なのに別々に数えている

N!=2!で割らなくてはならない

しかし．．．
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1.「粒子 iが波数kの状態にあり粒子 jが波数kの状

態にある」ことと

2.「粒子 jが波数kの状態にあり粒子 iが波数kの状

態にある」ことは

粒子に自己同一性があってもおなじ状態

⇓

k

粒子i

粒子j

N=2なのに元々１回しか数えていない

{

粒子が区別できるとして計算しても、2!で割る必要

はない（割ってはいけない）

粒子の分布の仕方によって割り方を変えなくてはな

らない

⇓

面倒
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3.2 粒子数表示

区別できない粒子に名前（番号）を付けているからい

けない。始めから名前を付けず、それぞれの１粒子状

態にある粒子数を並べて全系の状態を記述すればいい

•これまでの書き方：|k1,k2,k3, ....kN⟩

– ki : i番目の粒子の波数

と書く代わりに

•粒子数表示：
∣∣∣nk1

, nk2
, nk3

, ...
⟩
or |n1, n2, n3, ...⟩

– kα : α番目の1粒子状態の波数

– nk : 波数kの1粒子状態にいる粒子数(占拠数)

or nα : α番目の1粒子状態にいる粒子数

N =
∑
k

nk =
∑
α

nα :全粒子数

E =
∑
k

ϵknk =
∑
α

ϵαnα :全エネルギー

ϵk : 波数kの１粒子状態の１粒子エネルギー
ϵα : α番目の１粒子状態の１粒子エネルギー (= ϵkα

)
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波数以外の内部自由度（電子のスピン、原子の電子

状態、分子の回転、振動など）も持つ粒子の場合は

• |n1, n2, n3, ....⟩

– nα : α番目の１粒子状態 |α⟩にいる粒子数

– α : 粒子の波数kと内部自由度σで指定される１

粒子

状態の通し番号 α ⇔ (k, σ)

– nα、|α⟩の代わりにnkσ、|kσ⟩と書いてもいい

N =
∑
α

nα =
∑
k,σ

nkσ :全粒子数

E =
∑
α

ϵαnα =
∑
k,σ

ϵkσnkσ :全エネルギー

ϵα(≡ ϵkσ) : α番目の１粒子状態 |α⟩ (≡ |kσ⟩)の１粒子エネ
ルギー

粒子数表示を使う場合、カノニカル分布では

N =
∑

α nαが拘束条件になる（計算しにくい）

⇓

グランドカノニカル分布が便利

28



3.3 粒子の統計性:フェルミ粒子とボーズ粒
子

3.3.1 ２粒子波動関数の対称性

ψ(r1, r2) :座標表示 ψ(p1,p2) :運動量表示

粒子を入れ替えても同じ状態のはず。波動関数は位相

が変わっても同じ状態を表すので

ψ(r1, r2) = eiθψ(r2, r1) :座標表示

ψ(p1,p2) = eiθψ(p2,p1) :運動量表示
1

2

2

1

1

2

もう一度入れ替える

ψ(r1, r2) = eiθψ(r2, r1) = ei2θψ(r1, r2)

ψ(p1,p2) = eiθψ(p2,p1) = ei2θψ(p1,p2)

従って

1 = ei2θ ⇔ eiθ = ±1
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eiθ = 1：粒子の入れ替えに対して対称

ψ(r1, r2) = ψ(r2, r1) ψ(p1,p2) = ψ(p2,p1)

eiθ = −1：粒子の入れ替えに対して反対称　

ψ(r1, r2) = −ψ(r2, r1) ψ(p1,p2) = −ψ(p2,p1)

eiθ = +1か−1かは粒子の種類によって決まっている

対称：ボーズ粒子 反対称：フェルミ粒子

特にフェルミ粒子の場合

ψ(r1, r1) = −ψ(r1, r1) → ψ(r1, r1) = 0

２つの粒子が同じ位置には来れない

ψ(p1,p1) = −ψ(p1,p1) → ψ(p1,p1) = 0

２つの粒子が同じ運動量をとれない

rやpの代わりに１粒子状態の番号αで考えても同じ

•フェルミ粒子は２つの粒子が同じ状態には入れない
(パウリ原理）: nα = 0, 1だけ

•ボーズ粒子は同じ状態にいくらでも入れる。
nα = 0, 1, 2, ..., ∞
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3.3.2 スピンと統計の関係

•フェルミ粒子: S =
1

2
,
3

2
,
5

2
, ....(半奇数）

電子、µ粒子、ニュートリノ（レプトン）、陽子、中

性子、...（ハドロン）: S = 1/2

物質を構成（同じ場所に２つこれないから、かさが

ある）

•ボーズ粒子 : S = 0, 1, 2, ....（整数）

光子:S = 1、調和振動子のエネルギー量子S = 0、

中間子(メソン）S = 0、

力を媒介する（光子：電磁力、π中間子：核力）

理由：相対論的量子力学から導かれる。
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3.3.3 複合粒子

２つの粒子の複合粒子が２個ある状況

(1,2):複合粒子A、(3,4):複合粒子B

AとBを入れ替え

1

3
2

4

3

2

4

3

1
2

4

33

1
4

2

ここで符号が

変わっても

ここでまた

元に戻る

A

B

B

A

1と3を
入れ替え

2と4を
入れ替え

ψ(r1, r2; r3, r4) = eiθψ(r3, r2; r1, r4) = e2iθψ(r3, r4; r1, r2)

eiθ = 1(ボーズ)でもeiθ = 1(フェルミ)でもe2iθ = 1

•偶数個のフェルミ粒子⇒ボーズ粒子、スピンは整数

例：4He原子（電子２個＋中性子２個＋陽子２個）、

クーパー対（電子２個）

•奇数個のフェルミ粒子⇒フェルミ粒子、スピンは半奇数　

例：3He原子（電子２個＋中性子１個＋陽子２個）
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3.4 理想フェルミ気体と理想ボーズ気体

N =
∑
α

nα,全粒子数

E =
∑
α

ϵαnα,全エネルギー

• nα : α番目の１粒子状態 |α⟩にいる粒子数

• ϵα : １粒子状態 |α⟩の１粒子エネルギー

大分配関数

Ξ(T, µ) =
∑

i=全系のすべての状態

exp(−β(Ei − µNi))

=
∑
n1

∑
n2

∑
n3

.. exp

(
−β

(∑
α

ϵαnα − µ
∑
α

nα

))
=
∑
n1

∑
n2

∑
n3

..
∏
α

exp(−β(ϵα − µ)nα))

=
∏
α

{∑
nα

exp(−β(ϵα − µ)nα)

}
=
∏
α

ξα

Ξ(T, µ) =
∏
α

ξα, ξα =
∑
nα

exp(−β(ϵα − µ)nα)

ξα : α番目の１粒子状態の大分配関数
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1.ボーズ粒子の場合(nαの和は0から∞まで)

(a)大分配関数

α番目の１粒子状態の大分配関数

ξα =

∞∑
nα=0

exp(−β(ϵα − µ)nα)

=

∞∑
nα=0

(e−β(ϵα−µ))nα 等比級数（公比e−β(ϵα−µ))

=
1

1− exp(−β(ϵα − µ))

系全体の大分配関数

Ξ(T.V, µ) =
∏
α

ξα, ξα =
1

1− e−β(ϵα−µ)

(b)グランドポテンシャル

J(T, V, µ) = −kBT lnΞ = −kBT
∑
α

lnξα

J(T, V, µ) =
∑
α

jα, jα = kBT ln(1− e−β(ϵα−µ))

jα : １粒子状態αのグランドポテンシャル
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(c)状態αの占拠数の期待値

nα ≡ < nα >= −∂jα
∂µ

= − ∂

∂µ
kBT ln(1− e−β(ϵα−µ))

= kBTβ
e−β(ϵα−µ)

1− e−β(ϵα−µ)
=

1

eβ(ϵα−µ) − 1

nα =
1

eβ(ϵα−µ) − 1
ボーズ分布関数

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) − 1
と書くこともある

(d)ボーズ気体の化学ポテンシャル

占拠数

nk =
1

e
β(ϵk−µ) − 1

> 0, ϵk =
~2k2

2m
≥ 0

e
β(ϵk−µ)

> 1 ⇔ µ < ϵk ⇔ µ < ϵk=0
= 0

ボーズ気体の化学ポテンシャルµ < 0

(e)全粒子数の期待値

N ≡< N >=
∑
α

nα =
∑
α

1

exp(β(ϵα − µ))− 1

実際には粒子数Nが与えられ、この関係を使って

µが定まる。
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2.フェルミ粒子の場合(nαの和は0から1まで)

(a)大分配関数

α番目の１粒子状態の大分配関数

ξα =

1∑
nα=0

exp(−β(ϵα − µ)nα) = 1 + exp(−β(ϵα − µ))

系全体の大分配関数

Ξ(T.V, µ) =
∏
α

ξα, ξα = 1 + e−β(ϵα−µ)

(b)グランドポテンシャル

J(T, V, µ) = −kBT lnΞ =
∑
α

(−kBT lnξα)

J(T, V, µ) =
∑
α

jα, jα = −kBT ln(1 + e−β(ϵα−µ))

jα : １粒子状態αのグランドポテンシャル

(c)状態αの占拠数の期待値

nα ≡ < nα >= −∂jα
∂µ

= − ∂

∂µ

(
−kBT ln(1 + e−β(ϵα−µ))

)
= −kBT (−β)

e−β(ϵα−µ)

1 + e−β(ϵα−µ)
=

1

eβ(ϵα−µ) + 1
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nα =
1

eβ(ϵα−µ) + 1
フェルミ分布関数

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
と書くこともある

(d)全粒子数の期待値

N ≡< N >=
∑
α

nα =
∑
α

1

exp(β(ϵα − µ)) + 1

実際には粒子数Nが与えられ、この関係を使って

µが定まる。
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3.古典極限

nαが十分小さければ、ほとんどの１粒子状態は空

で、まれに１個だけ粒子が入っている。

⇓

N !で割ってしまって問題はない。

⇓

古典極限は希薄極限nα << 1と同等。

nα =
1

eβ(ϵα−µ) ± 1
<< 1 ⇔ eβ(ϵα−µ) >> 1

nα ≃ exp(−β(ϵα − µ)) ⇒ np ≃ exp

(
−βp

2

2m

)
eβµ

全粒子数の期待値がNになるようにµを決める

N =
∑
p
np =

∑
p

exp(−βp
2

2m
)eβµ

=

∫
L3d3p

(2π~)3
exp(−βp

2

2m
)eβµ = V

(
mkBT

2π~2

)3
2

eβµ

np ≃ N

V

(
2π~2

mkBT

)3
2

exp(− p2

2mkBT
)

⇒ Maxwell-Boltzmannの速度分布関数
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•古典極限の成り立つ具体的な条件
np << 1 ⇔ max{np} = n0 << 1

N

V

(
2π~2

mkBT

)3
2

=
1

a3

(
2π~2

mkBT

)3
2

<< 1

平均粒子間隔a ≡
(
V

N

)1
3

>>

(
2π~2

mkBT

)1
2

≡ λT

λT : 熱的ド・ブロイ波長
(kBT程度のエネルギーを持つ粒子の波長)

⇕

量子効果
2π~2

ma2
<< kBT 熱エネルギー

– ∆x = a : 平均粒子間隔＝位置の不確定性

– ∆p =
~
∆x

=
~
a
: 運動量の不確定性

– ∆pに伴う運動エネルギー =零点エネルギー

∆E =
~2∆p2

2m
=

~2

2ma2
∼左辺

•量子効果の観測できる条件：2π~2

ma2
>> kBT

– 軽い粒子 : 電子(固体物理)、He(超流動)

– 低温 : レーザー冷却（Na等の原子のBEC)

– 高密度 : 中性子星、白色矮星
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4 ボーズ・アインシュタイン凝縮

理想ボーズ気体（スピンは持たないとする、α → k)

• T = 0 : エネルギー最低の状態が実現

– すべての粒子がϵk = 0の状態に入る。∣∣∣nk=0
= N, nk ̸=0

= 0
⟩

– 最低エネルギー状態の波動関数が系のすべてを

支配。

– マクロなスケールで「コヒーレント（位相のそろ

った）」な状態(≃超流動状態、超伝導状態)

ボーズ・アインシュタイン凝縮状態

• T >> 0 : nk =
1

e
β(ϵk−µ) − 1

∼ O(1)

すべての状態に同じ程度の割合で分布

∼ T → ∞で古典理想気体に連続的につながる

この間の移り変わり
絶対零度でしか起きないのか？
有限の温度で相転移するのか？
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•実際に必要になる量は

全粒子数

N =
∑
k

1

e
β(ϵk−µ) − 1

内部エネルギー

U =
∑
k

ϵk

e
β(ϵk−µ) − 1

など

これらの計算に有用な公式をまず証明しておく
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[波数に関する和⇒エネルギーに関する積分]∑
k

f (ϵk) = L3

∫ ∞

0

D(ϵ)f (ϵ)dϵ

f (ϵk) : ϵk(=
~2k2

2m
)のなめらかな関数

D(ϵ) =

√
m3ϵ

2π4~6
:単位体積あたりの１粒子状態密度

L3D(ϵ)dϵ : エネルギーϵ ∼ ϵ + dϵをもつ１粒子状態の数

[証明]

ϵk =
~2k2

2m
, k =

√
2mϵk
~

, dk =
1

~

√
m

2ϵk
dϵk,

∑
k

f (ϵk) =

∫ ∞

−∞

d3k(
2π
L

)3f (ϵk) = L3

∫ ∞

0

4πk2dk

(2π)3
f (ϵk)

= L3

∫ ∞

0

4π

(2π)3
2mϵk
~2

1

~

√
m

2ϵk
dϵkf (ϵk)

= L3

∫ ∞

0

√
m3ϵk
2π4~6

f (ϵk)dϵk

= L3

∫ ∞

0

√
m3ϵ

2π4~6
f (ϵ)dϵ

= V

∫ ∞

0

D(ϵ)f (ϵ)dϵ (V = L3)
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4.1 臨界温度

まず、十分高温のときを考える

µ < 0(有限)とするとn(ϵ)はϵの有界でなめらかな関数

N =
∑
k

n(ϵk) =
∑
k

1

exp(β(ϵk − µ))− 1

= V

∫ ∞

0

D(ϵ)dϵ

eβ(ϵ−µ) − 1
= V

∫ ∞

0

n(ϵ)D(ϵ)dϵ

これを満たすようにµ(T )が温度Tの関数として定まる

• µ一定のまま温度Tを下げるとNは減少

0
0

1

2

ε

n(ε)

µ

物理的には

意味がない

高温

低温

µ一定としたときの
ボーズ分布関数の温度変化
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• Nはµの増加関数

0
0

0.5

1

ε

n(ε)

物理的には

意味がない

µ大(=µ1)

温度一定としたときの

ボーズ分布関数のµによる変化

µ小
(=µ2)

µ2 µ1

Nは一定 ⇔ 温度の低下に伴いµは増加

⇓

µには (µ < 0)上限がある

⇓

粒子数にも上限Nmax(T )がある？
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µ = 0とおいたときのN(= Nmax)を計算してみる

0
0

5

10

ε

n(ε) µ=0(T<Tc)でのボーズ分布関数

ε=0で発散

Nmax(T ) = V

∫ ∞

0

n(ϵ)D(ϵ)dϵ = V

∫ ∞

0

D(ϵ)dϵ

eβϵ − 1

= V

∫ ∞

0

√
m3ϵ

2π4~6
dϵ

eβϵ − 1

= V

∫ ∞

0

√
m3

2π4~6
x

β
d

(
x

β

)
1

ex − 1
(βϵ = xとおいた)

= V

√
m3

2π4~6
(kBT )

3
2

∫ ∞

0

√
xdx

ex − 1
= V

(
mkBT

2π~2

)3
2

ζ(
3

2
)(

ζ(
3

2
) =

2√
π

∫ ∞

0

x
1
2dx

ex − 1
≃ 2.61

)
Nmax(T )は温度と共に減少
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元々あった粒子数NよりNmax(T )が
小さくなってしまったら何かがおきる

T = TcでN = Nmax(Tc)となってしまったとすると

Nmax(Tc) = V

(
mkBTc
2π~2

)3
2

ζ(
3

2
) = N

こうなる温度Tcを臨界温度と呼ぶ。

kBTc =
2π~2

mζ(32)
2
3

(
N

V

)2
3

∼ 2π~2

ma2

a : 粒子間の平均距離

T < Tc : 量子性が重要になる領域
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4.2 ボーズ・アインシュタイン凝縮状態

T < Tcで何が起きているか？

絶対零度に近いことがおきているはず

• T = 0 : 最低エネルギー状態k = 0にマクロな数N

の粒子がすべて入っている

• 0 < T < Tc : 最低エネルギー状態k = 0にマクロ

な数Nの有限の割合N0個の粒子が入っている

– N0 ≡ nk=0
: 凝縮粒子数

– n0 = lim
N→∞

N0

N
=有限 : 凝縮粒子密度

k = 0の状態は特別扱いする必要がある

(nkはk = 0でなめらかな関数でない)

N = N0 +
∑
k ̸=0

1

e
β(ϵk−µ) − 1

, N0 =
1

e−βµ − 1

µを0に近づければN0はいくらでも大きくできる。

N0 =
1

−βµ
, µ = − 1

N0β
= − 1

n0Nβ
→ −0
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T < Tcでは凝縮粒子密度n0(> 0) :有限
⇓

µ ∼ O(1/N) → 0

励起状態に入っている粒子数は

Ne =
∑
k ̸=0

1

e
βϵk − 1

(ϵkは有限なのでµ = 0とおいた)

= Nmax(T ) = V

(
mkBT

2π~2

)3
2

ζ(
3

2
)

N = Nmax(Tc) = V

(
mkBTc
2π~2

)3
2

ζ(
3

2
)

Ne

N
=

(
T

Tc

)3
2

N0 = N −Ne = N

{
1−

(
T

Tc

)3
2

}

0 1
0

0.5

1

T/Tc

n0
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T < Tcでは、励起状態に収容しきれない粒子がマ
クロな数存在する。

⇓
励起状態(k ̸= 0)に入りきらない分はすべて最低エ

ネルギー状態(k = 0)に収容される。

ボーズ・アインシュタイン凝縮状態

– ϵ = 0の粒子は系から出し入れしてもエネルギー

が変わらない。

– 巨視的な数の粒子が入っている最低エネルギー状

態の波動関数をゆっくり平面波的に空間変化させ

る∝ exp(iKr) : 巨視的な流れのある状態。

⇓

ボーズ・アインシュタイン凝縮状態≃超流動状態

ただし、実際に超流動状態が安定に実現するには粒

子間の相互作用が必要。
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4Heの相図

λ-点：Tλ ≃ 2.17K(常圧)

• 4Heの臨界温度
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原子数密度 : 2.2× 1028個/m3

Tc =

(
N

V

1

ζ(3/2)

)2
3 h2

2πmkB

=

(
2.2× 1028

2.61

)2
3

× (6.6× 10−34)2

2π × 4× 1.67× 10−27 × 1.38× 10−23

≃ 3K

核子１個の質量 : 1.67× 10−27kg

kB = 1.38× 10−23J/K、h = 6.6× 10−34Js

• 87Rb気体の臨界温度

原子数密度 : 1020個/m3

密度が低い ⇒ 理想気体に近い

Tc =

(
1020

2.61

)2
3 (6.6× 10−34)2

2π × 87× 1.67× 10−27 × 1.38× 10−23

≃ 4× 10−7K :レーザー冷却＋蒸発冷却で可能
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２つのBECの干渉縞の観測
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4.3 熱容量

1. T ≤ Tc

U = V

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)dϵ

eβϵ − 1
:内部エネルギー

C = V
∂

∂T

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)dϵ

eβϵ − 1
:熱容量

= V
∂β

∂T

∫ ∞

0

−ϵ
2eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2
,

(
D(ϵ) =

√
m3ϵ

2π4~6

)

=
V

kBT 2

∫ ∞

0

√
m3ϵ

2π4~6
ϵ2eβϵdϵ

(eβϵ − 1)2
,

(
∂β

∂T
= − 1

kBT 2

)

= V
1

kBT 2

∫ ∞

0

√
m3

2π4~6
x

β

x2

β2

ex

(ex − 1)2
dx

β

(βϵ = xとおいた)

= V
1

kBT 2

√
m3

2π4~6β7

∫ ∞

0

x
5
2exdx

(ex − 1)2

= V
(kBT )

7
2

kBT 2

√
m3

2π4~6
15
√
π

8
ζ(
5

2
),(∫ ∞

0

x
5
2exdx

(ex − 1)2
=

15
√
π

8
ζ(
5

2
)

)

= V kB

(
mkBT

2π~2

)3
2 15

4
ζ(
5

2
)

N = V

(
mkBTc
2π~2

)3
2

ζ(
3

2
)を用いると53



C = NkB

(
T

Tc

)3
2 15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
≃ 1.926

(
T

Tc

)3
2

NkB

0 1 2
0

1

2

T/Tc

C/NkB
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2. T ≥ Tc

U = V

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)dϵ

eβ(ϵ−µ(T )) − 1

C = V
∂

∂T

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)dϵ

eβ(ϵ−µ) − 1

= V
1

kBT 2

∫ ∞

0

ϵ(ϵ− µ)eβ(ϵ−µ)D(ϵ)dϵ

(eβ(ϵ−µ) − 1)2

+ V
∂µ

∂T

∫ ∞

0

ϵβeβ(ϵ−µ)D(ϵ)dϵ

(eβ(ϵ−µ) − 1)2

µ(T )：粒子数の期待値が与えられたNになるように

決まる

N = V

∫ ∞

0

D(ϵ)dϵ

eβ(ϵ−µ(T )) − 1

この式から一般の温度でµ(T )を温度の関数として

定めなくてはならない ⇒ 数値計算が必要

ここでは極限だけを評価
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(a) T >> Tc

古典極限が成り立つ : C → 3

2
NkB

0 1 2
0

1

2

T/Tc

C/NkB

?

3/2NkB

古典

極限

(高温
極限)

(b) T >∼Tc ここではTcで比熱は連続かどうかだけに

注目して考える

T → Tc + 0 (臨界温度に上側から近づく）では

C = V
1

kBT 2

∫ ∞

0

ϵ2eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

+ V
∂µ

∂T

∣∣∣∣
T→Tc+0

∫ ∞

0

ϵβeβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

N = V

∫ ∞

0

D(ϵ)dϵ

eβ(ϵ−µ) − 1
から

∂µ

∂T

∣∣∣∣
T→Tc+0

を評価
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0 =
∂N

∂T
= V

[
∂β

∂T

∫ ∞

0

−(ϵ− µ)eβ(ϵ−µ)D(ϵ)dϵ

(eβ(ϵ−µ) − 1)2

+
∂µ

∂T
β

∫ ∞

0

eβ(ϵ−µ)D(ϵ)dϵ

(eβ(ϵ−µ) − 1)2

]
T→Tc+0

= V

[
1

kBT 2

∫ ∞

0

ϵeβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

+
∂µ

∂T

∣∣∣∣
T→Tc+0

β

∫ ∞

0

eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

]

= V

(
1

kBT 2
I1 + β

∂µ

∂T

∣∣∣∣
T→Tc+0

I2

)
∂µ

∂T

∣∣∣∣
T→Tc+0

= − 1

βkBT 2

I1
I2

= − 1

T

I1
I2

それぞれの積分の評価

• I1 =
∫ ∞

0

ϵeβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

被積分関数の振る舞い (D(ϵ) ∝ ϵ
1
2に注意)

ϵeβϵD(ϵ)

(eβϵ − 1)2



∝ ϵ
3
2 exp(−βϵ) ϵ→ ∞

上端では収束

∝ ϵ
3
2

1

(βϵ)2
∝ ϵ−

1
2 ϵ→ 0

下端でも
積分は収束
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• I2 =
∫ ∞

0

eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

eβϵD(ϵ)

(eβϵ − 1)2



∝ ϵ
1
2 exp(−βϵ) ϵ→ ∞

上端では収束

∝ ϵ
1
2

1

(βϵ)2
∝ ϵ−

3
2 ϵ→ 0

下端では
積分は発散

I1は収束、 I2は発散
∂µ

∂T

∣∣∣∣
T→Tc+0

=
1

T

I1
I2

= 0

C|T→Tc+0 =
V

kBT 2

∫ ∞

0

ϵ2eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2

= C|T→Tc−0

T = Tcで比熱は連続
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理想ボーズ気体の比熱

0 1 2 3
0

1

2

T/Tc

C/NkB

実際の 4Heの比熱

理想ボーズ気体に比べ

{
強い発散がある
低温で急激に小さくなる

λ-点で急激にエントロピーが減少⇒秩序の形成(
1

T

∂S

∂T

∣∣∣∣
V

= C

)
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5 理想フェルミ気体

フェルミ分布関数

0

1

ε

n(ε)
フェルミ分布関数

高温

低温

低温

高温

kBT

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
=


→ 0 ϵ− µ→ ∞
→ 1 ϵ− µ→ −∞
= 1/2 ϵ = µ

5.1 絶対零度T = 0での性質

β → ∞

{
ϵ > µ n(ϵ) = 0 空
ϵ < µ n(ϵ) = 1 ぎっしり詰まっている

0

1

ε

n(ε)
T=0での
フェルミ分布関数

µ=εF
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１つ１つの状態には１個の粒子しか入れないので、絶

対零度でも高いエネルギーまで詰まってしまう。

＝フェルミの海 (Fermi sea)

µ(T = 0) ≡ ϵF :フェルミエネルギー
TF ≡ ϵF/kB:フェルミ温度

ϵF =
p2F
2m
、 pF：フェルミ運動量

kF =
pF
~
:フェルミ波数

k

ε(k)

εF

kF

フェルミの海

(Fermi sea)
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kx

ky

kz

kF

フェルミ球

(粒子が詰ま
っている領域)

フェルミ面

(フェルミ球の表面)

運動量（波数）空間

理想フェルミ気体の例≃


固体中の自由電子
高密度星(中性子星、白色矮星)

原子核 など
以下ではスピン1/2の場合に話を限る
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1.粒子数とフェルミエネルギー

N = 2×
∑
k

n(ϵk) = 2×
∑
ϵk<ϵF

1 + 2×
∑
ϵk>ϵF

0

= 2× V

∫ ϵF

0

1 ·D(ϵ)dϵ

D(ϵ) : スピンあたり・単位体積あたりの

１粒子状態密度

N = 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ = 2V

∫ ϵF

0

√
m3ϵ

2π4~6
dϵ

=
4

3
V

√
m3ϵ3F
2π4~6

N.B.

スピンあたり・単位体積あたり積分状態密度

I(ϵ) =
1

V

∑
ϵk<ϵ

1 =

∫ ϵ

0

D(ϵ)dϵ

2V I(ϵF ) = N

フェルミエネルギー
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ϵF =

(
3N

4V

)2
3 (2π4~6)

1
3

m
=

~2

2m

(
3π2N

V

)2
3

=
~2k2F
2m

=
p2F
2m

kF = pF/~ =

(
3π2N

V

)1
3

∼ 1

a
a :粒子の平均間隔

ϵF = kBTF ∼ ~2

2ma2

T << TF : 量子性が重要になる領域

⇒ 縮退フェルミ気体、フェルミ縮退
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例：アルカリ金属中の自由電子のTF

１原子あたり自由電子１個

⇒ 電子間の平均距離 ∼ 原子間距離 ∼ 3 ∼ 4Å

cf. 水素原子内の電子

{
エネルギー ∼ 13.6eV

位置の不確定性 ∼ 1Å

ϵF ∼ 13.6× (1/4)2 ∼ 1eV

TF = ϵF/kB ∼ 104K >>常温

常温以下では金属中の自由電子はフェルミ縮退した

理想フェルミ気体とみなせる

（T >∼TFでは金属は熔けてしまう）

2.内部エネルギー

U = 2
∑
k

ϵkn(ϵk) = 2
∑
ϵk<ϵF

ϵk = 2V

∫ ϵF

0

ϵ ·D(ϵ)dϵ

= 2V

∫ ϵF

0

ϵ

√
m3ϵ

2π4~6
dϵ =

4

5
V

√
m3

2π4~6
ϵ
5
2
F

=
4

5
V

√
m3

2π4~6

(
~2

2m

)5
2
(
3π2N

V

)5
3

U =
Nπ

4
33

5
3~2

10m

(
N

V

)2
3

=
3

5
NϵF
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3.圧力

p = −∂U
∂V

= − ∂

∂V

Nπ
4
33

5
3~2

10m

(
N

V

)2
3

=
2

3

π
4
33

5
3~2

10m

(
N

V

)5
3

=
2U

3V

圧力 =
2

3
×単位体積あたりのエネルギー

T = 0でも有限の圧力を持つ（縮退圧）

cf. 古典理想気体、理想ボーズ気体：U = 0、p = 0

at T = 0

[高密度星]

一般に星が重力に抗してつぶれないためには支える

力が必要

•地球・惑星：分子・原子間力

•恒星：光（輻射圧）、気体圧 (H, He, ...)

•白色矮星：電子の縮退圧
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•中性子星：中性子の縮退圧
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例：中性子星の安定性

•中性子気体としての基底エネルギー

UF ∼ N~2

m

(
N

V

)2
3

=
M~2

m2

(
M

mV

)2
3

∼ M
5
3~2

m
8
3R2

•重力エネルギー

UG ∼ −G(Nm)2

R
= −GM

2

R

m :中性子の質量, M :中性子星の質量 (= Nm)

G :万有引力定数, R :中性子星の半径

•全エネルギーU = UG + UF

∂U

∂R
= −2M

5
3~2

m
8
3R3

+G
M 2

R2
= 0

RM
1
3 ∼ ~2

m
8
3G

∼ 1014m · kg
1
3

M ∼ 2× 1030kg (太陽質量) ⇒ R ∼ 104m ∼ 10km

密度ρ ∼ 1018kg ·m−3 = 109ton · cm−3

ϵF =
~2

2m

(
3π2N

V

)2
3

∼ 10−11J = 108eV

TF =
ϵF
kB

∼ 1012K

≫ 中性子星の中心温度 ∼ 108K 表面温度 ∼ 106K

⇒縮退フェルミ気体と見なせる
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4.縮退自由電子気体のスピンによる常磁性（パウリ常

磁性）

•電子スピンの磁気モーメント：µ = −gµBS

µB ≡ e~
2m

≃ 9.27× 10−24J/T

(ボーア磁子, Bohr magneton)

•磁場H中でのゼーマンエネルギー

HZeeman = −µ ·H = gµBS ·H

•磁場がz方向のとき

１粒子エネルギー (ϵ↑(k), ϵ↓(k))

∥

運動エネルギーϵ(k)(≡ ~2k2

2m
)

＋
ゼーマンエネルギー gµBSzH
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↑スピンの電子 (Sz =
1

2
) : ϵ↑(k) = ϵ(k) +

gµBH

2

↓スピンの電子 (Sz = −1

2
) : ϵ↓(k) = ϵ(k)− gµBH

2

k

εF

ε  (k) ε  (k)

gµBH/2

gµBH/2

ε  F ε  F

↑と↓でϵF（フェルミの海の海面）は共通

⇒フェルミの海の深さが違う

⇒↑と↓の粒子数が異なる
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T = 0で粒子が詰まっている領域 ：

↑ : −µBH
2

< ϵ↑(k) = ϵ(k) +
gµBH

2
< ϵF

⇒ 0 < ϵ(k) < ϵF − gµBH

2
≡ ϵF↑

↓ :
µBH

2
< ϵ↓(k) = ϵ(k)− gµBH

2
< ϵF

⇒ 0 < ϵ(k) < ϵF +
gµBH

2
≡ ϵF↓

N↑ = V

∫ ϵF−gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ,

N↓ = V

∫ ϵF+gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ
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[全粒子数 (⇒ ϵFを決める)]

N = V

∫ ϵF−gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ + V

∫ ϵF+gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ

= V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ + V

∫ ϵF−gµBH/2

ϵF

D(ϵ)dϵ

+ V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ + V

∫ ϵF+gµBH/2

ϵF

D(ϵ)dϵ

ϵ ∼ ϵFでは、D(ϵ)をD(ϵF )で置き換えてかまわない

= 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ

+ V D(ϵF )

∫ ϵF−gµBH/2

ϵF

dϵ + V D(ϵF )

∫ ϵF+gµBH/2

ϵF

dϵ

= 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ + V D(ϵF )(−gµBH/2 + gµBH/2)

= 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ 磁場のない時と同じ

⇒ ϵFは磁場によって変化しない
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[磁化]

M = −gµB
2
N↑ +

gµB
2
N↓ = −gµB

2
(N↑ −N↓)

= −V gµB
2

(∫ ϵF−gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ

− V

∫ ϵF+gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ

)

= −V gµB
2

∫ ϵF−gµBH/2

ϵF+gµBH/2

D(ϵ)dϵ

ϵ ∼ ϵFでは、D(ϵ)をD(ϵF )で置き換えてかまわない

= −V gµB
2
D(ϵF )

∫ ϵF−gµBH/2

ϵF+gµBH/2

dϵ

= V
gµB
2
D(ϵF )gµBH = V

(gµB)
2

2
D(ϵF )H

[帯磁率]

χ = lim
H→0

M

H
= V

(gµB)
2

2
D(ϵF ) : パウリ帯磁率

わずかな磁場ではフェルミ面近傍しか変化しない
⇓

帯磁率はフェルミ面での状態密度だけで定まる
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5.2 縮退フェルミ気体の低温比熱(T << TF )

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
フェルミ分布関数

0

1

ε

n(ε)
フェルミ分布関数

高温

低温

低温

高温

kBT

ϵ ≃ µで1から0にジャンプする

kBT (<< µ ∼ ϵF )程度にぼけた階段関数もどき
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[縮退フェルミ気体についてよく使う公式]∫ ∞

0

f (ϵ)n(ϵ)dϵ ≃
∫ µ

0

f (ϵ)dϵ +
π2

6
(kBT )

2f ′(ϵF )

証明：∫ ∞

0

f (ϵ)n(ϵ)dϵ = I(ϵ)n(ϵ)|∞0 −
∫ ∞

0

I(ϵ)
dn(ϵ)

dϵ
dϵ 部分積分

ただしI(ϵ) ≡
∫ ϵ

0

f (ϵ)dϵ

ここでI(0) = 0, n(∞) = 0より I(ϵ)n(ϵ)|∞0 = 0

dn(ϵ)

dϵ
= − βeβ(ϵ−µ)

(eβ(ϵ−µ) + 1)2
= − β

4cosh2
(
β(ϵ−µ)

2

)
ϵ ≃ µに幅kBT (<< µ ∼ ϵF )位のピークを持つ

δ関数もどき

ε

kBT

µ

dn(ε)
  dε−

I(ϵ)はϵ ≃ µとしてテーラー展開してよい

積分区間は
∫ ∞

0

の代わりに
∫ ∞

−∞
としてよい
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I(ϵ) ≃ I(µ) + I ′(µ)(ϵ− µ) +
I ′′(µ)

2
(ϵ− µ)2 + ...∫ ∞

0

f (ϵ)n(ϵ)dϵ = −
∫ ∞

0

I(ϵ)
dn(ϵ)

dϵ
dϵ

≃ −
∫ ∞

−∞

(
I(µ) + I ′(µ)(ϵ− µ) +

I ′′(µ)

2
(ϵ− µ)2

)
dn(ϵ)

dϵ
dϵ

= −
{
I(µ)

∫ ∞

−∞

dn(ϵ)

dϵ
dϵ + I ′(µ)

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)

dn(ϵ)

dϵ
dϵ

+
I ′′(µ)

2

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)2

dn(ϵ)

dϵ
dϵ

}
= −

{
I(µ)A0 + I ′(µ)A1 +

I ′′(µ)

2
A2

}
各項の積分の計算

dn(ϵ)

dϵ
= − βeβ(ϵ−µ)

(eβ(ϵ−µ) + 1)2
= − β

4cosh2
(
β(ϵ−µ)

2

)

76



A0 =

∫ ∞

−∞

dn(ϵ)

dϵ
dϵ = n(∞)− n(−∞) = 0− 1 = −1

A1 =

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)

dn(ϵ)

dϵ
dϵ = 0 (

dn(ϵ)

dϵ
はϵ− µの偶関数)

A2 =

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)2

dn(ϵ)

dϵ
dϵ = −

∫ ∞

−∞

β(ϵ− µ)2eβ(ϵ−µ)

(eβ(ϵ−µ) + 1)2dϵ

= −2

∫ ∞

µ

β(ϵ− µ)2eβ(ϵ−µ)

(eβ(ϵ−µ) + 1)2
dϵ

β(ϵ− µ) = xとおくと

= −2

∫ ∞

0

(
x

β

)2
βex

(ex + 1)2
d
x

β

= −2(kBT )
2

∫ ∞

0

x2
ex

(ex + 1)2
dx

= −2(kBT )
2ζ(2) = −2

π2

6
(kBT )

2 = −π
2(kBT )

2

3

A0 = −1, A1 = 0, A2 = −π
2(kBT )

2

3∫ ∞

0

f (ϵ)n(ϵ)dϵ ≃ −
(
I(µ)A0 + I ′(µ)A1 +

I ′′(µ)

2
A2

)
= I(µ) +

I ′′(µ)

2

π2(kBT )
2

3

=

∫ µ

0

f (ϵ)dϵ + f ′(µ)
π2(kBT )

2

6

≃
∫ µ

0

f (ϵ)dϵ + f ′(ϵF )
π2(kBT )

2

6
, µ ≃ ϵF (T << TF )
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∫ ∞

0

f (ϵ)n(ϵ)dϵ ≃
∫ µ

0

f (ϵ)dϵ +
π2

6
(kBT )

2f ′(ϵF )

78



[化学ポテンシャルµの決定]

粒子数の式からµを温度の関数として定める。

Nは温度が変わっても変わらないので

N = 2
∑
k

n(ϵk) = 2V

∫ ∞

0

D(ϵ)n(ϵ)dϵ 有限温度

= 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ 絶対零度

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ =

∫ ∞

0

D(ϵ)n(ϵ)dϵ (f (ϵ) = D(ϵ))

=

∫ µ

0

D(ϵ)dϵ +D′(ϵF )
π2(kBT )

2

6∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ −
∫ µ

0

D(ϵ)dϵ = D′(ϵF )
π2(kBT )

2

6∫ ϵF

µ

D(ϵ)dϵ = D′(ϵF )
π2(kBT )

2

6

左辺の積分区間ではϵ ≃ ϵFなのでD(ϵ) ≃ D(ϵF )

(ϵF − µ)D(ϵF ) = D′(ϵF )
π2(kBT )

2

6

ϵF − µ =
π2(kBT )

2

6

D′(ϵF )

D(ϵF )

µ = ϵF − π2(kBT )
2

6

D′(ϵF )

D(ϵF )
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[内部エネルギー]

U(T ) = 2
∑
k

ϵkn(ϵk) = 2V

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)n(ϵ)dϵ

(f (ϵ) = ϵD(ϵ))

= 2V

{∫ µ

0

ϵD(ϵ)dϵ +
∂ (ϵD(ϵ))

∂ϵ

∣∣∣∣
ϵ=ϵF

π2(kBT )
2

6

}

= 2V

∫ ϵF

0

ϵD(ϵ)dϵ + 2V

{∫ µ

ϵF

ϵD(ϵ)dϵ

+ (ϵFD
′(ϵF ) +D(ϵF ))

π2(kBT )
2

6

}
左辺の積分

∫ µ

ϵF

ϵD(ϵ)dϵではϵ ≃ ϵFなのでϵD(ϵ) ≃ ϵFD(ϵF )

基底状態のエネルギー：E0 = 2V

∫ ϵF

0

ϵD(ϵ)dϵ

U(T ) = E0 + 2V {(µ− ϵF )ϵFD(ϵF )

+ (ϵFD
′(ϵF ) +D(ϵF ))

π2(kBT )
2

6

}
= E0 + 2V

{
−π

2(kBT )
2

6
ϵFD

′(ϵF )

+ (ϵFD
′(ϵF ) +D(ϵF ))

π2(kBT )
2

6

}
U(T ) = E0 + V

π2(kBT )
2

3
D(ϵF )

[熱容量]

80



C =
∂U

∂T
=

2π2k2B
3

V D(ϵF ) · T ≡ γT

•熱容量は温度に比例する

•比例係数はフェルミ面での状態密度で定まる

γ =
2π2k2B

3
V D(ϵF )

T

C

傾きγ
∝フェルミ面での

   状態密度
∝有効質量

V D(ϵF ) = V

√
m3ϵF
2π4~6

= N
V

N

√
m3ϵF
2π4~6(

N

V
=
k3F
3π2

, ϵF =
~2k2F
2m

)
= N

3π2

k3F

√
m3

2π4~6
~2k2F
2m

= N
3π2

k3F

√
m2k2F
4π4~4

= N
3π2

k3F

mkF
2π2~2

= N
3m

2~2k2F
質量に比例

= N
3

4

2m

~2k2F
= N

3

4ϵF
1粒子あたり ∼ 1

ϵF

[典型的な金属1モルあたりの値]
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(普通γは１モルあたりで定義する)

γ ∼ k2BV D(ϵF ) ∼ kB
NkB
ϵF

∼ R

TF

∼ 8.3J/K mol

104K
∼ 10−3J/K2mol

∼ 1mJ/K2mol
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[帯磁率と熱容量の比]

kBTχ

(gµB)2(C/kB)
=

kBTV
(gµB)

2

2 D(ϵF )

(gµB)2V
2π2k2BT

3kB
D(ϵF )

=
3

4π2

⇒ 実際の物質でのずれ：理想フェルミ気体からのずれ

の目安
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[低温での熱容量の振る舞いの物理的説明]

0

1

ε

n(ε)

εF

kBT

温度Tで励起される粒子数∆N ∼ V D(ϵF ) · kBT

温度Tで１個の粒子が得る熱エネルギー

∆E ∼ kBT (等分配則)

⇓

温度Tでのエネルギーの期待値：

U(T ) = U(T = 0) + ∆U

∆U ∼ ∆N ×∆E ∼ V D(ϵF ) · (kBT )2

⇓

熱容量：C =
∂U(T )

∂T
∼ V D(ϵF ) · k2BT
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[古典的な系との比較]

•古典理想気体の比熱との比較

CFermi ∼ V D(ϵF ) · k2BT ∼ Nk2BT

ϵF
∼ C古典

kBT

ϵF

１粒子あたりの状態密度
V D(ϵF )

N
∼ 1

ϵF

•常磁性体の帯磁率(Curie則χ ∼ 1/T )との比較

χPauli ∼ V D(ϵF )(gµB)
2 ∼ N(gµB)

2

ϵF

∼ N(gµB)
2

kBT

kBT

ϵF
∼ χCurie

kBT

ϵF

全体(N個)の粒子の内、フェルミ面近傍のN
kBT

ϵF
個だ

けが熱的に励起されて「生き返って」いる

縮退フェルミ気体の弱い摂動(<< ϵF)に対する振る舞いは

フェルミ面近傍の状態ですべて決まっている。
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[現実の物質のD(ϵF )]

自由フェルミ気体と異なる: m→ 有効質量 meff

D(ϵF ) =
meffkF
2π2~2

原因

•結晶格子による周期ポテンシャル

– すべての物質（バンド質量）

•電子格子相互作用・格子のひずみ

– 化合物半導体など（ポーラロン）

•電子間クーロン相互作用

– 高温超伝導体

– 重い電子系(meff ∼ 1000meの場合まである）
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D(ϵF )とγの関係は変わらない

⇓

γの測定から有効質量が分かる
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[フェルミ気体の不安定性]

•自由フェルミ気体のフェルミ面付近には

– 多数の

基底状態から∆ϵのエネルギー幅の間にある励起

状態の数：V D(ϵF )∆ϵ ∝ ∆ϵ

– 多様な

k k

低エネルギーの励起状態がある。

cf. ボーズ粒子の場合

– 励起状態の数：∫ ∆ϵ

0

V D(ϵ)dϵ ∝
∫ ∆ϵ

0

√
ϵdϵ ∝ (∆ϵ)

3
2 << ∆ϵ

– k =

√
2mϵ

~
<

√
2m∆ϵ

~
∼ 0
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•現実のフェルミ粒子系では、様々な相互作用がある

– 電子格子相互作用

– 電子間クーロン相互作用

– 不純物との相互作用

– 電子格子相互作用を媒介とした電子間相互作用

(BCS相互作用)

– 磁性相互作用

⇓

様々なタイプの摂動に対し不安定化しうる
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摂動論

•ハミルトニアン

H = H0 + λH1 |λ| << 1

H0 :自由フェルミ気体のハミルトニアン

λH1 :摂動ハミルトニアン

– 摂動による基底状態の変化

|G⟩ = |G0⟩ + λ
∑
α ̸=G

⟨α|H1 |G0⟩
E0
G − E0

α

|G0⟩ : H0の基底状態(フェルミの海)

E0
G : H0の基底状態のエネルギー

E0
α : H0の励起状態 |α⟩のエネルギー

|G⟩ : Hの基底状態

第２項の分母が大きい項がたくさんある

⇓

弱くても摂動項が重要

⇓
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低温で様々な異なった状態に

相転移・クロスオーバー

を起こす

具体例：

•超伝導（電子・格子、電子・電子相互作用（？））

•電荷密度波（電子・格子相互作用）

•スピン密度波（電子・電子相互作用）

•金属・絶縁体転移

（電子・電子、電子・不純物相互作用）

•強磁性・反強磁性（スピン・スピン相互作用）

•スピンパイエルス状態（スピン・格子相互作用）

•近藤効果、重い電子状態（電子・電子相互作用）

物性物理学の多様性
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6 相転移

熱平衡状態：自由エネルギー F = U − TS 最小

•高温 ： 無秩序な状態（ エントロピーS大)

•低温 ： 秩序がある状態 ( エネルギーU小）

この過程で不連続な変化=相転移

6.1 相転移の種類
[相転移の次数]
1.一次相転移

潜熱Lを伴う相転移

⇕

エントロピーが不連続 (L = T∆S)

⇕

自由エネルギーの一階微分が不連続
(
S = −∂F

∂T

)
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自由エネルギー
F

T

Tc

一次相転移点

低温相の自由

エネルギー

高温相の

自由エネ

ルギー

エントロピー

Tc T

S(T)

∆S

例

気相・液相相転移、固相・液相相転移

液晶状態への相転移(ネマティック・等方相転移）
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2.二次相転移：

潜熱を伴わない(エントロピーは連続 ∆S = 0)）

⇕

自由エネルギーの一階微分は連続

S

(
= −∂F

∂T

)
比熱が不連続または発散

⇕

自由エネルギーの二階微分が不連続または発散

C

(
= T

∂S

∂T
= −T ∂

2F

∂T 2

)
自由エネルギー

Tc

T

F

2次相転移点
低温相の

自由エネルギー

高温相の

自由エネルギー

接する
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エントロピー

Tc T

S(T)

比熱

Tc
T

C

Tc
T

C

磁性相転移、超流動　 　超伝導

3.∞次相転移＝自由エネルギーの真性特異点

例：二次元融解、薄膜超伝導・超流動

　　一次元系の量子相転移など
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[相転移と対称性]

1.対称性の自発的破れを伴う相転移

低温相は低い対称性を持つ

例：常磁性（高温）⇔ 強磁性（自発磁化有り：低温）

磁化　M = 0

スピン反転してもマクロに

見れば同じ状態

反転対称性あり

磁化 M > 0

スピンを反転するとマクロに 
 見ても別の状態になる

反転対称性なし

他にも　　液体⇔ 固体　　常伝導⇔ 超伝導

　　　　　等方的液体⇔ 液晶

対称性の破れを伴う相転移では、どうやっても低温
相と高温相を連続的に変化させることはできない
対称性の破れ⇒長距離秩序の存在
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?
or

常磁性体

長距離秩序がない

強磁性体

長距離秩序がある

2.対称性の破れを伴わない相転移

例：気相・液相相転移

うまくやれば低温相と高温相を連続的に変化させる

ことができる（臨界点が存在）
p

T

気相

液相

固相

臨界点

三重点
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一般に二つの相を区別するには

オーダーパラメータO（秩序変数）{
高温相（無秩序相）O = 0

低温相（秩序相） O ̸= 0

を定義すると便利

オーダーパラメータの例：

[対称性の破れを伴う相転移]

1.強磁性体：磁化

2.ボーズ凝縮相

凝縮粒子数 N0（波動関数 Φ =
√
N0e

iθ）

3.超伝導相

凝縮電子対の波動関数

両端で波動関数の位相がそろう

4.液晶：分子の配向度

5.結晶（固体）：Bragg peak の強さ

[対称性の破れを伴わない相転移]

1.気相・液相相転移：気液の密度差

2.トポロジカル秩序、隠れた秩序
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6.2 磁性体の相転移

6.2.1 磁性体の種類

•局在磁性体：磁性を担う電子が各磁性原子上に局在

（絶縁体磁性、酸化物・フェライトなど）

•遍歴磁性体：磁性を担う電子が結晶全体に広がって

いる（金属磁性、鉄・ニッケルなど）

簡単のため、以下は局在磁性体を扱う。

6.2.2 磁性原子間の相互作用

エネルギーが異なる

スピン対のエネルギー

E E

E E= E E=
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• kBT >>| E↑↑ − E↑↓ | : 常磁性状態

• kBT <<| E↑↑ − E↑↓ | : 秩序状態

1. E↑↑ < E↑↓: 強磁性秩序

低温相ではどちらが実現するかは分から
ないが、必ずどちらかが実現する。

自発的対称性の破れ
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2. E↑↑ > E↑↓: 反強磁性秩序

この場合も自発的対称性の破れがおきている

[三角格子の場合]

?

フラストレーション
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[↑↑と↑↓でエネルギーが違う原因]

•電磁気学的相互作用⇒非常に弱い

•量子力学的効果 : 重要

1.交換相互作用(Exchange interaction)

• |↑↑>:パウリ原理により２つの電子は近づけない

A

ϕA(r) ϕB(r)

B

Φ(r1, r2) =
1√
2
(φA(r1)φB(r2)− φA(r2)φB(r1))

波動関数は粒子の入れ替えで符号を変える

⇒ 同じ位置に来る確率は0

• |↑↓>:パウリ原理は働かない

⇒２つの電子が有限の確率で近づける
⇓

|↑↓>の方が電子間のクーロン相互作用が大きい

⇓

E↑↓ > E↑↑ ⇒ 強磁性的
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2.超交換相互作用(Superexchange interaction, ki-

netic exchange interaction)

• |↑↑>:パウリ原理により隣の原子の軌道に移るこ

とができない

• |↑↓>:互いに隣の原子の軌道に移ることが可能

A B A B

⇓

|↑↓>の方が位置の不確定が大きい

E↑↓ < E↑↑ ⇒ 反強磁性的
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[どちらが本当？]

•この２つは全く異なる機構

⇓

物質によって強磁性になったり反強磁性になったりする

•一般には超交換相互作用の方が大きい

⇓

絶縁体では反強磁性体が多い

•隣り合う原子の軌道が直交していると超交換相互作

用は働かない（隣へ動けない）

⇓

強磁性的な交換相互作用が重要になる。
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[スピン対の有効ハミルトニアン]

|↑↑⟩と|↑↓⟩のエネルギー差をスピン変数を用いて表現

H = E0 − JSASB

(
SA = ±1

2
SB = ±1

2

)
E0 =

1

2
(E↑↑ + E↑↓), J = 2(E↑↓ − E↑↑)

· ··

H |↑↑> = (E0 − J
1

2
· 1
2
) |↑↑>

=

(
1

2
(E↑↑ + E↑↓)−

1

4
2(E↑↓ − E↑↑)

)
|↑↑>

= E↑↑ |↑↑>

H |↑↓> = (E0 − J
1

2
· (−1

2
)) |↑↓>

=

(
1

2
(E↑↑ + E↑↓) +

1

4
2(E↑↓ + E↑↑)

)
|↑↓>

= E↑↓ |↑↓>

エネルギーの原点をずらしてE0 = 0とおくと

HIsing = −JSASB (Ising的相互作用)
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実際のスピンはベクトル（角運動量）なので

HHeisenberg = −JSA · SB (Heisenberg的相互作用)

HHeisenberg = −J(SxASxB + SyAS
y
B + SzAS

z
B)

S±
A,B = SxA,B ± iSyA,B, (S+ |↓⟩ = |↑⟩ S− |↑⟩ = |↓⟩)

SxA,B =
1

2

(
S+
A,B + S−

A,B

)
, SyA,B =

1

2i

(
S+
A,B − S−

A,B

)
SxAS

x
B + SyAS

y
B =

1

2

(
S+
A + S−

A

) 1
2

(
S+
B + S−

B

)
+

1

2i

(
S+
A − S−

A

) 1
2i

(
S+
B − S−

B

)
=

1

4

(
S+
AS

+
B + S+

AS
−
B + S−

AS
+
B + S−

AS
−
B

)
− 1

4

(
S+
AS

+
B + S+

AS
−
B − S−

AS
+
B − S−

AS
−
B

)
=

1

2
(S+

AS
−
B + S−

AS
+
B)

HHeisenberg = −J
(
SzAS

z
B +

1

2
(S+

AS
−
B + S−

AS
+
B)

)

A B A B A B
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[磁性体のモデル]

1.イジングモデル (Ising model)

H = −
∑
<i,j>

JijSiSj

(
∑
<i,j>

: スピン対に関する和)

•容易軸型異方的磁性体のモデル

•多数の２状態の系が相互作用している系一般の

モデル（合金、ニューラルネットワークetc.)

2.ハイゼンベルグモデル (Heisenberg model)

H = −
∑
<i,j>

JijSiSj

(a) Siを長さSの古典的なベクトルと見なす：

古典ハイゼンベルグモデル

(b) Siを量子的なスピン演算子として扱う：

量子ハイゼンベルグモデル⇒量子揺らぎが重要

(秩序化と量子揺らぎの競合)

Ising モデルはHeisenberg モデルのZ成分の部

分だけをとったもの。
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3.XY 成分だけをとると

H = −
∑
<i,j>

Jij(S
x
i S

x
j + Syi S

y
j ) (XYモデル)

•容易面型異方的磁性体のモデル

•２次元XYモデル：

– 超伝導薄膜やジョセフソン接合系のモデル

– １次元量子多体系との対応も重要

– 無限次相転移（Kosterlitz Thouless転移、低

温相でも長距離秩序を持たない）

この講義では最も簡単なイジングモデルを中心に扱う。

最も簡単とはいうものの

•１次元：簡単に厳密に解ける。

– 分配関数その他の物理量が求められる。

– 有限温度では相転移を示さない

•２次元：ちょっと難しいが厳密に解ける

•３次元：厳密には（たぶん）解けない⇒近似的解法。
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6.3 イジングモデルの平均場理論

H = −J
∑
<i,j>

SiSj < i, j >最近接格子点の対

i番目のスピンの関与する部分Hiを取り出して考える

Hi = −J
∑

j=n.n.ofi

SiSj = −JSi
∑

j=n.n.ofi

Sj

∑
j=n.n.ofi

: iの最近接格子点についての和

i

Hi

隣のスピン(Sj)を期待値< Sj >≡ mで近似する

平均場近似 : mean field approximation

分子場近似 : molecular field approximation

HMF
i = −JSi

∑
j=n.n.ofi

m = −zJSim

z : 最近接格子点の数

z = 4 :正方格子 z = 6 :単純立方格子
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平均場近似のハミルトニアン

HMF
i = −zJmSi

を使って< Si >を計算 ⇔ 磁場中の磁性原子の計算

HMF ≡ −zJm/gµBが磁場に相当：平均場 (分子場)

< Si > =

1
2 exp

(
βzJm

2

)
− 1

2 exp
(
−βzJm

2

)
exp
(
βzJm

2

)
+ exp

(
−βzJm

2

)
=

1

2
tanh

(
βzJm

2

)
< Si >=< Sj >= mのはず （すべてのスピンは同等）

⇓

mは「自己無撞着方程式」(self-consistent equation)

m =
1

2
tanh

(
βzJm

2

)
を満たさなくてはならない

磁化：M = −gµB
∑
i

< Si >= −gµBNm

•m ̸= 0：強磁性状態（秩序状態）⇔M ̸= 0

（磁場は0でも有限の磁化が存在：自発磁化）

•m = 0：常磁性状態（無秩序状態）
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[自己無撞着方程式のグラフによる解]

x =
βzJm

2
とおくと

4x

βzJ
=

4kBT

zJ
x = tanhx

−1

0

1

2

tanhx : 右辺

T=Tc
T>Tc

T<Tc

左辺 
 (4kBT/zJ)x

原点での右辺の傾き：1 (tanhx ≃ x |x| << 1)

原点での左辺の傾き：
4kBT

zJ
≡ T

Tc
,

(
Tc ≡

zJ

4kB

)
• 0 < T < Tc : m ̸= 0の解がある：強磁性状態
必ずmと−mの解があるが、実際に実現するのはど
ちらか一方（自発的対称性の破れ）。

• T > Tc : m = 0の解しかない：常磁性状態

• T = Tc : 転移温度、(Curie温度 : 強磁性転移）
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6.4 変分法としての平均場理論

秩序パラメータmを固定したときの自由エネルギー :

F (m) = E(m)− TS(m)

実際に実現するのはFを最小にするm

∂F

∂m
= 0

1.エネルギー E

E = < H >= −J
∑
<i,j>

< SiSj >

= −J
∑
<i,j>

< Si >< Sj >,平均場近似

= −J
∑
<i,j>

m2 = −Jm2 ×全ボンド数,

• i番目の格子点から出ているボンドの数はz

•格子点の数はN

z=4

i
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⇓

全ボンド数はNzのように思えるが．．．

１つのボンドを２回数えている

⇓

実際のボンド数は
Nz

2

E = −Nz
2
Jm2
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2.エントロピー S

↑スピン数 : N↑ ↓スピン数 : N↓

mを決めたときの状態数

W (m) = NCN↑ =
N !

N↑!N↓!

S(m)

kB
= lnW (m) = N lnN −N↑lnN↑ −N↓lnN↓

全スピン <
∑
i

Si > =
∑
i

< Si >=
∑
i

m = Nm

<
∑
i

Si > =
1

2
N↑ −

1

2
N↓

全粒子数N = N↑ +N↓

N↑ =
N

2
+Nm = N

(
1

2
+m

)
N↓ =

N

2
−Nm = N

(
1

2
−m

)
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S(m)

kB
= N lnN −N↑lnN↑ −N↓lnN↓

= N lnN −N(
1

2
+m)lnN(

1

2
+m)

−N(
1

2
−m)lnN(

1

2
−m)

= −N
[
(
1

2
+m)ln(

1

2
+m) + (

1

2
−m)ln(

1

2
−m)

]

3.自由エネルギー F

F = E − TS

= −JNz
2

m2

+NkBT

[
(
1

2
+m)ln(

1

2
+m) + (

1

2
−m)ln(

1

2
−m)

]
自由エネルギー極小の条件

0 =
∂F

∂m
= −JNzm +NkBT

[
ln(

1

2
+m)− ln(

1

2
−m)

]
+NkBT

[
(
1

2
+m)

1

(12 +m)
+ (

1

2
−m)

−1
1
2 −m

]

= −JNzm +NkBT ln
1
2 +m
1
2 −m
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従って

Jzm = kBT ln
1
2 +m
1
2 −m

exp

(
Jzm

kBT

)
=

1
2 +m
1
2 −m

(
1

2
−m) exp

(
Jzm

kBT

)
= (

1

2
+m)

1

2

(
exp

(
Jzm

kBT

)
− 1

)
= m

(
1 + exp

(
Jzm

kBT

))

m =
1

2

exp
(
Jzm
kBT

)
− 1

exp
(
Jzm
kBT

)
+ 1

=
1

2

exp
(
Jzm
2kBT

)
− exp

(
−Jzm
2kBT

)
exp
(
Jzm
2kBT

)
+ exp

(
−Jzm
2kBT

)
=

1

2
tanh

Jzm

2kBT

自己無撞着方程式と一致

[F (m)のm依存性]
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−0.5 0 0.5

−0.5

0
T=0

T=0.5Tc

T=0.8Tc

T=Tc

T=1.4Tc

F

m

m0−m0

Fを最小とするmは２つある (m0と−m0)

どちらが実現するかはFの形からは決められない
· ·· F (m) = F (−m)

しかし、実際にはどちらか一つが実現する
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基本法則(F,H)の持っている対称性が

現実に実現する状態では破れる

自発的対称性の破れ

自然界における構造形成の基本的メカニズム

•基本法則：できるだけ簡単（対称性が高い）

•現実の世界：複雑・多様な構造（対称性が低い）

現実の世界の構造を「支配」する「神」はいらない

H  F

神

常磁性体⇒強磁性体：回転対称性

等方的液体⇒液晶：回転対称性

液体 ⇒ 固体：並進対称性

常伝導、常流動 ⇒ 超伝導、超流動：波動関数の位相

（ゲージ不変性)
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6.5 物理量の温度依存性

1.オーダーパラメータ m

(
=

1

(−gµB)
M

N

)
m > 0とする。(−mも解)

(a) T → Tc − 0

m << 1, tanhx ≃ x− 1

3
x3 (| x |<< 1)

m =
1

2
tanh

(
βzJm

2

)
≃ 1

2

(
βzJm

2
− 1

3

(
βzJm

2

)3
)

1 ≃ 1

2

(
βzJ

2
− 1

3

(
βzJ

2

)3

m2

)
=
βzJ

4
− (βzJ)3

48
m2

m2 ≃ 48

(βzJ)3

(
βzJ

4
− 1

)
=

48

(4kBTcβ)
3

(
Tc
T

− 1

)
(zJ = 4kBTc)

≃ 48

43

(
Tc
T

− 1

)
(T ≃ Tc)

=
3

4

(
Tc − T

Tc

)

m ≃

√
3

4

(
Tc − T

Tc

)
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(b) T → 0

m ≃ 1

2
, tanhx =

1− e−2x

1 + e−2x
≃ 1− 2e−2x (x >> 1)

m =
1

2
tanh

(
βzJm

2

)
≃ 1

2
(1− 2 exp (−βzJm))

≃ 1

2

(
1− 2 exp

(
− zJ

2kBT

))

0 0.5 1
0

0.5

m

T/Tc

2.エントロピーS

S = −NkB
[
(
1

2
+m)ln(

1

2
+m) + (

1

2
−m)ln(

1

2
−m)

]
• Sはmだけの連続的な関数。

•mはT → Tc − 0で0に近づく

• T > Tcではm = 0
⇓

SはTcで不連続ではない。
⇔ 潜熱は存在しない。
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(a) T ≥ Tc (m = 0)

S = −NkB
[
(
1

2
)ln(

1

2
) + (

1

2
)ln(

1

2
)

]
= NkBln2 = kBln2

N ,

2N通りの状態に等確率で分布

(b) T → 0 (m→ 1

2
)

S = −NkB(1ln1 + 0ln0) = 0

１つの状態 |↑↑↑ ...⟩だけが実現

3.熱容量C

U = −JNz
2

m2 = −2NkBTcm
2,

C =
∂U

∂T
= −2NkBTc

∂m2

∂T
,
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(a) T → Tc − 0

m2 =
3

4

(
Tc − T

Tc

)
∂m2

∂T
= − 3

4Tc

C = 2NkBTc
3

4Tc
=

3NkB
2

,

(b) T → 0

m2 ≃ 1

4

(
1− 2 exp

(
− zJ

2kBT

))2

≃ 1

4

(
1− 4 exp

(
− zJ

2kBT

))
, (1 + x)2 ≃ 1 + 2x

=
1

4
− exp

(
− zJ

2kBT

)
C = −2NkBTc

∂m2

∂T
≃ −2NkBTc

∂

∂T
exp

(
− zJ

2kBT

)
= 2NkBTc

zJ

2kBT 2
exp

(
− zJ

2kBT

)
,

= 4NkB

(
Tc
T

)2

exp

(
− zJ

2kBT

)
, (zJ = 4kBTc)
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0 0.5 1 1.5
0

1

C

T/Tc

4. T > Tcでの帯磁率

T > Tc : 常磁性状態（磁場H = 0 ⇒ 磁化M = 0）

i番目のスピンの平均場近似ハミルトニアン

HMF
i = (−zJm + gµBH)Si

m =< Si >

=
1

2

exp

(
zJm− gµBH

2kBT

)
− exp

(
−(zJm− gµBH)

2kBT

)
exp

(
zJm− gµBH

2kBT

)
+ exp

(
−(zJm− gµBH)

2kBT

)
=

1

2
tanh

(
β(zJm− gµBH)

2

)
:自己無撞着方程式

H → 0ならm → 0, (T > Tc) なので、右辺を
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tanhx ≃ xと近似できる

m =
β(zJm− gµBH)

4

m(1− βzJ

4
) = −βgµB

4
H

m(1− Tc
T
) = − gµB

4kBT
H

m = − gµB
4kB(T − Tc)

H

M = −NgµBm =
N(gµB)

2

4kB(T − Tc)
H

χ = lim
H→0

M

H
=

N(gµB)
2

4kB(T − Tc)
Curie-Weiss則

0 1 2 3
0

2

4

χ/N(gµB)2

T/Tc

Curie−Weiss則Curie則

0

2

4

N(gµB)2/χ

T

Curie
−Weiss則

Curie則

Tc

Tcより少し上では、ほとんどスピン同士がそろいか
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けている。

⇓

少しの磁場をかけるだけで、大きな磁化が生じる。

lim
T→Tc+0

χ→ ∞

臨界発散

< M 2 >H=0

T
= χ

帯磁率の発散⇔ 揺らぎの発散
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6.6 相転移のギンツブルグ・ランダウ理論

相転移の現象論

•ミクロな相転移のメカニズムには立ち入らない。

•一般的な対称性と秩序パラメータmを固定したと

きの自由エネルギーF (m,T )の解析性のみを仮定

秩序パラメータmを固定したときの分配関数

Z(m,T ) =
∑
i

exp(−βEi)δmim

秩序パラメータmを固定したときの自由エネルギー

F (m,T ) = −kBT lnZ(m,T )
真の熱平衡状態での分配関数Z(T )・自由エネルギー

F (T )との関係∑
m

Z(m,T ) =
∑
m

∑
i

exp(−βEi)δmim

=
∑
i

exp(−βEi)
∑
m

δmim

=
∑
i

exp(−βEi) = Z(T )
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Z(T ) =
∑
m

Z(m,T ) =
∑
m

exp(−βF (m,T ))

重要なのはF (m,T )を最小にするm(= mmin)の項

Z(T ) = exp(−βF (mmin, T ))

F (T ) = −kBT lnZ(T ) = F (mmin, T )

実際に実現するのはF (m,T )を最小にするm

∂F (m,T )

∂m
= 0を満たすようにmが定まる

F (m,T )の具体的な形：ミクロなハミルトニアンに

よって決まるのだが．．．

相転移点T = Tc近傍に限れば一般的な議論ができる

• T ≃ Tc ⇒ |m| << 1 ⇒F (m,T )をmで展開する

ことができると仮定

• F (m,T ) = F (−m,T )とする。(F (m,T )は対称性が

ある) ⇒ 展開式には偶数次項のみ

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
a2(T )m

2 +
1

4
a4(T )m

4

+
1

6
a6(T )m

6 + ....
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1. a4 > 0の場合

4次までで止める

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
a2(T )m

2 +
1

4
a4(T )m

4

a4 = const > 0と仮定

0
0

a2>0

a2<0

a2=0
m

F(m,T)−F(0,T)

• a2 > 0なら最小値はm = 0のみ

• a2 < 0なら最小値はm ̸= 0に２つある

⇒ T = Tcでa2(Tc) = 0

T ≃ Tc : 近傍に限ればa2(T )をT − Tcで展開する

ことができると仮定

a2(T ) ≃ α(T − Tc), a2(Tc) = 0, α > 0

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
α(T − Tc)m

2 +
1

4
a4m

4
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(a)オーダーパラメータ m

∂F (m,T )

∂m
= α(T − Tc)m + a4m

3 = 0

m = ±
√
α

a4
(Tc − T )

0
0

m

T−Tc

(b)実際に実現する状態での自由エネルギーF

• T > Tc F (T ) = F (0, T )

• T < Tc F (T ) = Min{F (m,T )}

= F (0, T ) +
1

2
α(T − Tc)m

2 +
1

4
a4m

4

mは実際に実現する値 = ±
√
α

a4
(Tc − T )

= F (0, T )− α2

2a4
(T − Tc)

2 +
α2

4a4
(T − Tc)

2

= F (0, T )− 1

4a4
α2(T − Tc)

2
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(c)エントロピー S

• T > Tc

S(T ) = −∂F (T )
∂T

= − ∂

∂T
F (0, T ) = S0(T ) : Tの解析的な関数

• T < Tc

S(T ) = −∂F (T )
∂T

= − ∂

∂T

{
F (0, T )− 1

4a4
α2(T − Tc)

2

}
= −∂F (0, T )

∂T
+
α2

2a4
(T − Tc)

= S0(T ) +
α2

2a4
(T − Tc),

Tc T

S(T)
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(d)熱容量 C

• T > Tc

C(T ) = T
∂S0(T )

∂T
= C0(T ) : Tの解析的な関数

• T < Tc

C(T ) = T
∂S(T )

∂T
= C0(T ) + T

α2

2a4

≃ C0(T ) + Tc
α2

2a4

Tc T

C(T)
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2. a4 < 0の場合

4次までしかとらないとm→ ±∞ でF → −∞

⇒ 6次までとる

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
a2(T )m

2 +
1

4
a4(T )m

4

+
1

6
a6(T )m

6

a2 = α(T − T ∗)、a4 = const < 0、a6 = const > 0

と仮定

0

a2>0

a2=0
(T=T*)

m

F(m,T)−F(0,T)

T=Tc

a2<0

T=T**

複数の極小点が生じる

⇒最小のF (m,T )を与えるmが実現

自由エネルギー極小の条件

∂F (m,T )

∂m
= α(T − T ∗)m + a4m

3 + a6m
5 = 0
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(a)相転移点 Tc

•自由エネルギー極小条件

∂F (m,Tc)

∂m
= α(Tc − T ∗)m + a4m

3 + a6m
5 = 0

α(Tc − T ∗) + a4m
2 + a6m

4 = 0 (A)

•２相の自由エネルギーが等しい

F (0, Tc) = F (m,Tc)

= F (0, Tc) +
α

2
(Tc − T ∗)m2 +

a4
4
m4 +

a6
6
m6

α

2
(Tc − T ∗) +

a4
4
m2 +

a6
6
m4 = 0 (B)

(A)− 2× (B)

a4
2
m2 +

2a6
3
m4 = 0 ⇒ m(T = Tc)

2 = −3a4
4a6

Tc = T ∗ − 1

α
(a4m

2 + a6m
4)

= T ∗ − 1

α

(
−a4

3a4
4a6

+ a6

(
3a4
4a6

)2
)

Tc = T ∗ +
3a24

16αa6
> T ∗
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(b)オーダーパラメータ m

∂F (m,T )

∂m
= α(T − T ∗)m + a4m

3 + a6m
5 = 0

T = T ∗ +
1

α
(|a4|m2 − a6m

4)

0
0

T**T* Tc

m

T

過冷却の限界：T ∗ 過熱の限界：T ∗∗

T ∗∗ > T > Tc: 低温相は準安定な過熱状態

Tc > T > T ∗: 高温相は準安定過冷却状態

履歴現象(hysterisis)が現れる

(c)エントロピー S

• T > Tc

S(T ) = −∂F (T )
∂T

= − ∂

∂T
F (0, T ) = S0(T )

S0(T ) : Tの解析的な関数

134



• T < Tc

S(T ) = −∂F (T )
∂T

= − ∂F (m,T )

∂T

∣∣∣∣
m

− ∂m(T )

∂T

∂F (m,T )

∂m

∣∣∣∣
T

= − ∂F (m,T )

∂T

∣∣∣∣
m

,

(
∂F (m,T )

∂m

∣∣∣∣
T

= 0

)
F (m,T ) = F (0, T ) +

α

2
(T − T ∗)m2

+
a4
4
m4 +

a6
6
m6

S(T ) = S0(T )−
α

2
m(T )2

• T = Tc ± 0

S(Tc + 0) = S0(Tc)

S(Tc − 0) = S0(Tc)−
α

2
m(Tc)

2 = S0(Tc)−∆S

∆S =
α

2
m(Tc)

2 = −3αa4
8a6

=
3α|a4|
8a6

潜熱L = Tc∆Sが存在：１次相転移になる
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Tc T

S(T)

∆S

[ギンツブルグ・ランダウ理論の特徴]

•系の対称性だけを仮定した現象論である

⇓
ミクロな機構によらず、新しい現象・対象への適用
性が広い。

– 異方性超伝導（超流動3He、重い電子系の超伝導、

高温超伝導）

– クオーク物質（カラー超伝導)

•摂動論的に揺らぎを取り入れていくことができる。
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6.7 １次元イジングモデルの厳密解

J
H

H = −
N∑
i=1

JSiSi+1 −
N∑
i=1

hSi

Si = ±1

2
, h = −gµBH SN+1 = S1 (周期境界条件)

分配関数

Z =
∑
S1=±1

2

∑
S2=±1

2

....
∑

SN=±1
2

exp

(
N∑
i=1

β(JSiSi+1 + hSi)

)

=
∑
S1=±1

2

....
∑

SN=±1
2

exp

(
N∑
i=1

β

(
JSiSi+1 +

1

2
h(Si + Si+1)

))

=
∑
S1=±1

2

....
∑

SN=±1
2

N∏
i=1

exp

(
β

(
JSiSi+1 +

1

2
h(Si + Si+1)

))
ここで、S(= ±1

2)を添え字とする行列

T̂SS′ = exp

(
β

(
JSS ′ +

1

2
h(S + S ′)

))
を考える。
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具体的に成分で書くと


S ′ = 1

2 S ′ = −1
2

S = 1
2 exp

(
βJ
4 + βh

2

)
exp
(
−βJ

4

)
S = −1

2 exp
(
−βJ

4

)
exp
(
βJ
4 − βh

2

)


これを転送行列と呼ぶ。これを使うと

Z =
∑
S1=±1

2

....
∑

SN=±1
2

N∏
i=1

T̂SiSi+1

=
∑
S1=±1

2

∑
S2=±1

2

∑
S3=±1

2

....
∑

SN=±1
2

T̂S1S2T̂S2S3...T̂SN−1SN T̂SNS1

(周期境界条件SN+1 = S1)

=
∑
S1=±1

2

∑
S3=±1

2

....
∑

SN=±1
2

(T̂ 2)S1S3T̂S3S4...T̂SN−1SN T̂SNS1

=
∑
S1=±1

2

∑
S4=±1

2

....
∑

SN=±1
2

(T̂ 3)S1S4T̂S4S5...T̂SN−1SN T̂SNS1

=
∑
S1=±1

2

(T̂N)S1S1 = TrT̂N

Tをユニタリ変換で対角化

Û−1T̂ Û =

(
λ1 0

0 λ2

)
≡ Λ̂

(λ1、λ2はTの固有値、| λ1 |>| λ2とする)
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Û−1T̂ Û = Λ̂ ⇔ T̂ = Û Λ̂Û−1

Z = TrT̂N = Tr(Û Λ̂Û−1)N

= TrÛ Λ̂Û−1Û Λ̂Û−1Û Λ̂Û−1...Û Λ̂Û−1

= TrÛ Λ̂Λ̂Λ̂...Λ̂Û−1

= TrÛ Λ̂NÛ−1 = TrΛ̂NÛ−1Û (TrAB = TrBA)

= TrΛ̂N = Tr

(
λ1 0

0 λ2

)N

= Tr

(
λN1 0

0 λN2

)
= λN1 + λN2 = λN1

(
1 +

(
λ2
λ1

)N)
∣∣∣∣λ2λ1
∣∣∣∣ < 1なので、熱力学的極限N >> 1では()内第２

項は無視できる。

Z = λN1

F = −NkBT lnλ1
分配関数⇔転送行列の最大固有値
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[転送行列の固有値の計算]

0 = det(T̂ − λI)

= det

 exp
(
βJ
4 + βh

2

)
− λ exp

(
−βJ

4

)
exp
(
−βJ

4

)
exp
(
βJ
4 − βh

2

)
− λ


=

(
e

(
βJ
4 +βh

2

)
− λ

)(
e

(
βJ
4 −βh

2

)
− λ

)
− e−

βJ
2

= λ2 − λe
βJ
4

(
e
βh
2 + e

−βh
2

)
+ e

βJ
2 − e−

βJ
2

= λ2 − 2λe
βJ
4 cosh

βh

2
+ 2sinh

(
βJ

2

)
固有値

λ1,2 = e
βJ
4 cosh

βh

2
±

√
e
βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)
分配関数 自由エネルギー

Z = λN1 =

eβJ4 coshβh2 +

√
e
βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)
N

F = −NkBT ln
{
e
βJ
4 cosh

βh

2

+

√
e
βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)
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[磁場のない時(h = 0)]

Z =

eβJ4 +

√
e
βJ
2 − 2sinh

(
βJ

2

)
N

=
(
e
βJ
4 + e

−βJ
4

)N
=

(
2cosh

βJ

4

)N
F = −NkBT ln

(
2cosh

βJ

4

)
Fは温度の関数として有限の温度で特異性を持たな
い（相転移が存在しない）
内部エネルギー

Û = − ∂

∂β
lnZ = −N ∂

∂β
ln

(
2cosh

βJ

4

)
= −NJ

4

sinhβJ4
coshβJ4

= −NJ
4

tanh
βJ

4

熱容量

C =
∂Û

∂T
= − ∂

∂T

NJ

4
tanh

βJ

4
=

NJ2

16kBT 2cosh2 J
4kBT

1.低温極限

C ≃ NJ2

4kBT 2 exp J
2kBT

=
NJ2

4kBT 2
e
− J

2kBT

2.高温極限

C ≃ NJ2

16kBT 2
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帯磁率

磁化M = −∂F
∂H

= gµB
∂F

∂h

M

gµB
= −NkBT

× ∂

∂h
ln

eβJ4 coshβh2 +

√
e
βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)
= −NkBT

β

2
sinh

βh

2

×



e
βJ
4 +

e
βJ
2 coshβh2√

e
βJ
2 cosh2βh2 − 2sinh

(
βJ
2

)
e
βJ
4 coshβh2 +

√
e
βJ
2 cosh2βh2 − 2sinh

(
βJ
2

)


= −N

2
sinh

βh

2

e
βJ
4√

e
βJ
2 cosh2βh2 − 2sinh

(
βJ
2

)
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h → 0の極限では

M

gµB
= −N

2

βh

2

e
βJ
4√

e
βJ
2 − 2sinh

(
βJ
2

)
e
βJ
2 − 2sinh

(
βJ

2

)
= e

βJ
2 − (e

βJ
2 − e−

βJ
2 ) = e−

βJ
2 を使い

M = −NgµB
βh

4
e
βJ
2 =

N(gµB)
2

4kBT
e

J
2kBTH (h = −gµBH)

帯磁率 : χ = lim
H→0

M

H
=
N(gµB)

2

4kBT
exp

(
J

2kBT

)
T → 0でCurie則( χ ∝ 1/T )より強く発散

⇓

秩序化
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[物理的解釈]

一般の大きさSのスピンに対するCurie則（演習問題）

χSCurie =
N(gµB)

2S(S + 1)

3kBT

低温では相関距離 ξ >> 1程度にわたってスピンの向

きがそろっていると考えると
ξ

大きさS = ξ × 1
2(>> 1)のスピンが N

ξ 個あると考えら

れる

χ =
N

ξ

(gµB)
2(ξ2)

2

4kBT
∼ N(gµB)

2ξ

kBT

ξ ∼ e
J

2kBT :低温で相関距離が指数関数的に発散

実際にh = 0での相関関数を計算すると

⟨SmSn⟩ ∼ exp

(
−|m− n|

ξ

)
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h = 0での相関関数

⟨SmSn⟩ =
1

Z

∑
S1=±1

2

....
∑

SN=±1
2

SmSn exp

(
N∑
i=1

βJSiSi+1

)

=
1

Z

2∑
α1=1

..

2∑
αN=1

SαmSαn

N∏
i=1

exp
(
βJSαiSαi+1

)
n > mとしても一般性を失わない (⟨SmSn⟩ = ⟨SnSm⟩)

=
1

Z

2∑
α1=1

..

2∑
αN=1

m−1∏
i=1

exp
(
βJSαiSαi+1

)
Sαm

×

(
n−1∏
i=m

exp
(
βJSαiSαi+1

))
Sn

N∏
i=n

exp
(
βJSαiSαi+1

)
=

1

Z

2∑
α1=1

..
2∑

αN=1

(
m−1∏
i=1

T̂αiαi+1

)
2∑

α′m=1

Ŝzαmα′mT̂α′mαm+1

×

(
n−1∏

i=m+1

T̂αiαi+1

)
2∑

α′n=1

Ŝzαnα′nT̂α′nαn+1

(
N∏

i=n+1

T̂αiαi+1

)

Ŝz =

(
1
2 0

0 −1
2

)
, ŜzSS′ = S (S = S ′), ŜzSS′ = 0 (S ̸= S ′)
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⟨SmSn⟩ =
1

Z
TrT̂m−1ŜzT̂ n−mŜzT̂N−n+1

=
1

Z
Tr(Û Λ̂Û−1)m−1Ŝz(Û Λ̂Û−1)n−mŜz(Û Λ̂Û−1)N−n+1

=
1

Z
TrÛ Λ̂m−1Û−1ŜzÛ Λ̂n−mÛ−1ŜzÛ Λ̂N−n+1Û−1

=
1

Z
TrΛ̂m−1Û−1ŜzÛ Λ̂n−mÛ−1ŜzÛ Λ̂N−n+1

[Ûの計算]

T̂ Û = Û Λ̂(
e
βJ
4 e−

βJ
4

e−
βJ
4 e

βJ
4

)(
u11 u12
u21 u22

)
=

(
u11 u12
u21 u22

)(
λ1 0

0 λ2

)

λ1,2 = e
βJ
4 ±

√
e
βJ
2 − 2sinh

(
βJ

2

)
= e

βJ
4 ± e−

βJ
4

e
βJ
4 u11 + e−

βJ
4 u21 = (e

βJ
4 + e−

βJ
4 )u11

e−
βJ
4 u11 + e

βJ
4 u21 = (e

βJ
4 + e−

βJ
4 )u21

}
⇒ u11 = u21

e−
βJ
4 u12 + e

βJ
4 u22 = (e

βJ
4 − e−

βJ
4 )u22

e
βJ
4 u12 + e−

βJ
4 u22 = (e

βJ
4 − e−

βJ
4 )u12

}
⇒ u12 = −u22

u211 + u221 = u212 + u222 = 1規格化

Û =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, Û−1 =

1√
2

(
1 1

1 −1

)
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Û−1ŜzÛ =
1

2

(
0 1

1 0

)
= Ŝx

⟨SmSn⟩ =
1

4Z
TrΛ̂N−n+mŜxΛ̂n−mŜx

=
1

4Z
Tr

(
λN−n+m
1 0

0 λN−n+m
2

)(
0 1

1 0

)

×

(
λn−m1 0

0 λn−m2

)(
0 1

1 0

)

=
1

4Z
Tr

(
0 λN−n+m

1

λN−n+m
2 0

)(
0 λn−m1

λn−m2 0

)

=
1

4Z
Tr

(
λN−n+m
1 λn−m2 0

0 λn−m1 λN−n+m
2

)

=
1

4λN1
(λN−n+m

1 λn−m2 + λn−m1 λN−n+m
2 )

=
1

4

{(
λ2
λ1

)n−m
+

(
λ1
λ2

)n−m(
λ2
λ1

)N}

≃ 1

4

(
λ2
λ1

)n−m
(N → ∞)
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一般に

< SmSn >=
1

4

(
λ2
λ1

)|n−m|

=
1

4
exp

(
ln

(
λ2
λ1

)
|n−m|

)
=

1

4
exp (−|n−m|/ξ)

ξ = 1/ln

(
λ1
λ2

)
:相関距離

λ1,2 = e
βJ
4 ±

√
e
βJ
2 − 2sinh

(
βJ

2

)
= e

βJ
4 ± e−

βJ
4

1/ξ = ln

(
e
βJ
4 + e−

βJ
4

e
βJ
4 − e−

βJ
4

)
≃ ln

(
1 + e−

βJ
2

1− e−
βJ
2

)
≃ ln

(
1 + 2e−

βJ
2

)
≃ 2e−

βJ
2

ξ ≃ e
βJ
2

2

スピン間の相関距離は有限温度では有限⇒長距離秩序

は生じない
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[転送行列法の意義]

Z = TrT̂N

T̂ = exp(−HQ) ⇔ HQ = −lnT̂とおく

Z = Tr exp(−NHQ)

(HQ: ”ハミルトニアン”)

HQ :イジングモデルのハミルトニアンとは異なる

N(= βQ) : HQにとっての”β”に相当→ ∞

ZはハミルトニアンHQの絶対零度での分配関数

1次元イジングモデル（古典スピン系）HIsing

の有限温度の統計力学
⇕

0次元量子系HQの基底状態
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[HQの具体的な形]

T̂ =

(
e
βJ
4 e−

βJ
4

e−
βJ
4 e

βJ
4

)

=

(
e
βJ
4 0

0 e
βJ
4

)
+

(
0 e−

βJ
4

e−
βJ
4 0

)

= e
βJ
4

(
1 0

0 1

)
+ e−

βJ
4

(
0 1

1 0

)
= e

βJ
4 I + e−

βJ
4 σx

HQ = −ϵ0I −∆σx =

(
−ϵ0 −∆

−∆ −ϵ0

)
とおくと

T̂ = e−HQ = eϵ0e∆σx = eϵ0
∞∑
n=0

∆n

n!
σnx

= e−ϵ0

( ∞∑
m=0

∆2m

(2m)!
σ2mx +

∞∑
m=0

∆2m+1

(2m + 1)!
σ2m+1
x

)
σ2x = I を使うとσ2mx = I, σ2m+1

x = σ2mx σx = σx

= eϵ0

( ∞∑
m=0

∆2m

(2m)!
+

∞∑
m=0

∆2m+1

(2m + 1)!
σx

)
= e−ϵ0 (cosh∆ + σxsinh∆)

eϵ0cosh∆ = e
βJ
4 eϵ0sinh∆ = e−

βJ
4
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HQの量子揺らぎ : tanh∆ = e−
βJ
2 : HIsingの熱揺らぎ

∆

−ε0

量子揺らぎ

0 2 4
0

1

kBT/J

∆

HQの
量子揺らぎ

HIsingの熱揺らぎ

量子系　HQ 古典系　HIsing

温度 T = 0 T > 0

次元 0 (d) 1 (d + 1)

−lnλ1 基底エネルギー 自由エネルギー
−lnλ2λ1 励起エネルギー (相関距離)−1

量子揺らぎ 熱揺らぎ

一般に転送行列法を用いると

(d + 1)次元古典系の有限温度の統計力学
⇕

d次元量子系の基底状態
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•量子相転移：温度ではなく系のパラメータ（圧力、

磁場、電子濃度など）を変えることによって系の基

底状態が変化する相転移　

(d + 1)次元古典系の有限温度の相転移
⇕

d次元量子系の基底状態の量子相転移

例：

1.酸化物高温超伝導体、有機超伝導体など:

　電子濃度・圧力の変化により

反強磁性絶縁相⇔超伝導相

2.量子反強磁性体

　磁場・圧力などにより　

量子無秩序相⇔反強磁性相

•シミュレーション法・数値計算法

量子モンテカルロ法：量子系を古典系に変換してシ

ミュレーションする

量子転送行列法：古典系を量子系に変換して転送行

列を数値的に対角化する
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