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1 平衡統計力学の基礎付け

1.1 巨視的な系と統計性

•１個の粒子の力学

m
d2r

dt
= −∂V (r)

∂r
:古典力学

i
∂

∂t
ϕ(r, t) =

{
− ~2

2m

∂2

∂r2
+ V (r)

}
ϕ(r, t)：量子力学

質点の状態の予言（解析的、数値的)

– 古典力学: 位置と運動量

– 量子力学: 波動関数

•２個、３個の質点⇒計算は大変だが何とかできる

•巨視的な物体＝極めて多くの微視的な粒子の集まり

⇓

運動方程式を解くことはできない
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[具体的な計算量]

１モルあたりアボガドロ数(= 6× 1023)個の原子

•原子の位置と運動量：約3× 1016GB（実数=8B)

•パソコンのハードディスク : 1TB=103GB

•京スーパーコンピュータのディスク : 103PB=109GB

⇓

とうてい解けない
解いても意味はない

「１モルの気体の性質」とは何か

– 一つ一つの原子の位置や運動量のデータ

⇒「気体」について何も分からない

– 微視的な粒子の集合体としての巨視的な物体が

全体として示す性質（圧力、体積、温度など）が

知りたい：

||

巨視的な物理量
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ミクロ⇒マクロ：「粗視化」「情報圧縮」
巨視的な物理量を直接計算する処方箋

||
統計力学

粒子数 →∞ (熱力学的極限)で厳密

– 木を見ずに森を見よ

– おにぎりの味は米粒の味ではない

物理量

統計力学の

予言する値

確率

物理量

確率

N→ ∞
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[例]いくつかのサイコロを投げたときの目の期待値

•サイコロ１個: 1から6まで同じ確率で出る

x = 1, 2, 3, 4, 5, 6 、期待値 < x >

< x > = 1× 1

6
+ 2× 1

6
+ 3× 1

6

+ 4× 1

6
+ 5× 1

6
+ 6× 1

6

=
7

2

実際に投げたとき7/2に近い値（3または4)

が特に高い確率で出るわけではない

•一度に投げるサイコロの数を増やしたら

N個のサイコロの目：{xi, i = 1, .., N}

サイコロの目の総和X

X =

N∑
i=1

xi, < xi >=
7

2

期待値 < X >=

N∑
i=1

< xi >=

N∑
i=1

7

2
= N

7

2

サイコロ１個あたりにすれば期待値は同じ
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[Xが期待値< X >=
7N

2
に近い値をとる確率]

N = 2の場合 (< X >= 7)

•X = 7になる確率

場合の数：(x1, x2) = (1, 6) = (2, 5) = (3, 4) = (4, 3) =

(5, 2) = (6, 1)の６通り

一つの組み合わせあたりの確率は1/6× 1/6 = 1/36

X = 7となる確率は1/6

•X = 3となる確率

場合の数：(x1, x2) = (1, 2) = (2, 1)の２通り

X = 3となる確率は1/18 < X = 7となる確率

投げるサイコロの数を増やしてゆくと、Xが期待
値に近い値をとる確率が期待値から離れた値をと

る確率よりも大きくなる。
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[物理学での意味]

巨視的な量(X)＝微視的な量(xi）N個の総和

⇓

巨視的な量が期待値からはずれた値をとる場合の数

（確率）は極めて小さい。

⇓

巨視的な量については、確率的に計算した期待値

=実際に観測される値

⇓

「統計」力学も古典力学や量子力学と同じように完

全な予言能力を持つ

[疑問？]

• N →∞でのふるまい。

•決定論的な法則(ニュートンの法則やシュレーディン

ガー方程式) に従って運動しているはずの微視的な

原子や分子のとる状態を本当に確率で決めてしまっ

ていいのか？

•どうやってその確率を決めたらいいか？
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1.2 大数の法則

確率変数：確率的に値が定まる変数

N個の確率変数{x̂i : i = 1, ...N}の和X̂を考える

X̂ =

N∑
i=1

x̂i,

x̂iはすべて独立

{
< x̂i >= a0 : 期待値
< (x̂i− < x̂i >)2 >= σ2

0 : 分散

（iによらないと仮定）

• X̂の期待値a

a =< X̂ >=

N∑
i=1

a0 = Na0,

• X̂の分散σ2 (σ:期待値の周りでの分布の幅)

σ2 = < (X̂ − a)2 >

= <

N∑
i=1

(x̂i − a0)

N∑
j=1

(x̂j − a0) >

=

N∑
i=1

N∑
j=1

< (x̂i − a0)(x̂j − a0) >,
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i ̸= jについては x̂iと x̂jが互いに独立

< (x̂i−a0)(x̂j−a0) >=< (x̂i−a0) >< (x̂j−a0) >= 0

従ってσ2 = < (X̂ − a >)2 >

=

N∑
i=1

< (x̂i − a0)
2 >= Nσ2

0,

a =< X̂ > (∝ N)≫ σ(∼
√
N)

X̂の分布の広がりは期待値に比べて非常に小さい

N ∼ 1023 → σ/a ∼ 1/
√
N ∼ 1/1012

X

σ ～O(N1/2)

a

確率

きわめてシャープな分布

N →∞ で分布の(幅/期待値)が0に近づく

たくさんの独立な確率変数の和として表される確率
変数の分布はNが大きくなるほどシャープになり、
その分布の幅は

√
N程度になる。「大数の法則」
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[xiの間に相関がある場合]

i ̸= jについて

⟨(x̂i − a0)(x̂j − a0)⟩ ≡ ϕi,j

σ2 = Nσ2
0 +

N∑
i=1

N∑
j=1

ϕi,j,

∀i, |
N∑
j=1

ϕi,j| < CNα(C > 0, α < 1)とする。

それぞれの自由度は、他の自由度と相関があるにせよ、

そのすべてと同じくらい相関があるわけでない（もし、

すべての自由度と同程度に相関があればこの和はNに

比例する。）

σ <
√
Nσ2

0 + CNα+1 ∼
√
CN (α+1)/2 ∼ o(N)

[Nが大きいときのランダウの記号]

• lim
N→∞

f (N)/Nα = C ̸= 0⇔ f (N) ∼ O(Nα)

示量的な物理量はO(N)

• lim
N→∞

f (N)/Nα = 0⇔ f (N) ∼ o(Nα)

o(N)の物理量:熱力学的極限N → ∞で無視できる

程度の量
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1.3 中心極限定理

X̂が巨視的な量=たくさんの微視的な変数の和

X̂：連続な確率変数　⇒ X̂ = Xとなる確率は0

X̂がXとX + dXの間の値をとる確率：P (X)dX

P (X)：X̂の確率密度関数

P (X)：最大値X = Xmのまわりでシャープな関数

どうせ確率が高いのはX = Xm(= a)のあたりだけ

⇓

X ≃ Xmで成り立つ近似を使ってよい

X

σ ～O(N1/2)

Xm=a

確率
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lnP (x)をX = Xmの周りでテーラー展開

lnP (X) = lnP (Xm) +
dlnP (X)

dX

∣∣∣∣
X=Xm

(X −Xm)

+
1

2

d2lnP (X)

dX2

∣∣∣∣
X=Xm

(X −Xm)
2 + ....

XがXmからあまり離れたところは意味がない

⇓

X −Xmについて２次までとる

dlnP (X)

dX

∣∣∣∣
X=Xm

= 0,
d2lnP (X)

dX2

∣∣∣∣
X=Xm

< 0(
d2lnP (X)

dX2

∣∣∣∣
X=Xm

= − 1

σ2
とおく

)

P (X) = P (Xm) exp(−
(X −Xm)

2

2σ2
)

確率の規格化条件からP (Xm)を定める∫ ∞
−∞

P (X)dX = 1⇒ P (Xm) =
1√
2πσ

· ··

1 =

∫ ∞
−∞

P (X)dX = P (Xm)

∫ ∞
−∞

exp(−(X −Xm)
2

2σ2
)dX

x = (X −Xm)/σ とおくとdX = σdx
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1 = P (Xm)σ

∫ ∞
−∞

exp(−x
2

2
)dx = P (Xm)σ

√
2π

P (Xm) =
1√
2πσ

[積分公式(ガウス積分)]∫ ∞
−∞

exp(−αx2)dx =

√
π

α

P (X) =
1√
2πσ

exp(−(X −Xm)
2

2σ2
) :ガウス分布

< X >= a = Xm、< (X− < X >)2 >= σ2

· ··∫ ∞
−∞

XP (X)dX

=
1√
2πσ

∫ ∞
−∞

((X −Xm) +Xm) exp(−
(X −Xm)

2

2σ2
)dX

=
1√
2πσ

∫ ∞
−∞

(X −Xm) exp(−
(X −Xm)

2

2σ2
)dX

+
1√
2πσ

Xm

∫ ∞
−∞

exp(−(X −Xm)
2

2σ2
)dX

= 0 +
1√
2πσ

σ
√
2πXm = Xm
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∫ ∞
−∞

(X −Xm)
2P (X)dX

=
1√
2πσ

∫ ∞
−∞

(X −Xm)
2 exp(−(X −Xm)

2

2σ2
)dX

x = (X −Xm)/σとおくと

=
1√
2πσ

σ3

∫ ∞
−∞

x2 exp(−x
2

2
)dx

=
1√
2πσ

σ3
√
2π = σ2

[積分公式(ガウス積分)2]∫ ∞
−∞

x2 exp(−αx2)dx = − ∂

∂α

∫ ∞
−∞

exp(−αx2)dx

= − ∂

∂α

√
π

α
=

1

2

√
π

α3

独立なN(≫ 1)個の確率変数 x̂iの和として表される
確率変数の分布

||
期待値a ∼ O(N)と幅σ ∼ O(

√
N)を持つ

ガウス分布(個々の変数の分布に依存しない）

「中心極限定理」
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1.4 等重率の原理とミクロカノニカル分布

巨視的な系：運動方程式に従って微視的状態を経巡っ

ている

実際に観測するときは系はどれかの状態にいるが、

それがどの状態かは わからない。

しかし

どの状態で観測されても巨視的な物理量Xはほとん

ど同じ値

X

σ ～O(N1/2)

Xm=a

各状態の

確率

状態の数∝Xの確率密度

| X− < X >| >∼σ である状態の割合≪

| X− < X >| <∼σである状態の割合 (σ ∼ o(N))

実際の観測値の計算ではすべての微視的状態につい

て同じ重みでならしてしまっても構わない

（その方が計算が簡単）
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「孤立系ではエネルギーの等しいすべての状態は
同じ確率で実現する」等重率の原理（又は仮定）

ミクロカノニカル分布

[注意]現実の系ではエネルギーをある決まった値Eに

ぴったり指定すると状態がない場合が多い

⇓

エネルギーにせまい幅を持たせる

⇓

E ∼ E +∆Eの範囲にある状態をひとまとめにして

同じ確率を割り振る

系のエネルギー準位間隔 (∼ O(1/L))

≪ ∆E ≪

系を見る特徴的なエネルギースケール

(∼ kBT、~Ω外力、実験の精度、etc)

であれば∆Eはどのようにとってもよい。
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[古典統計力学＝(量子)統計力学の古典極限]

ミクロの粒子の力学＝量子力学：系の状態は離散的

に数えられる

質量の大きい原子・分子 : 古典力学

⇒ 状態をどう数える ?

答え：量子力学からカンニング

不確定性関係：∆p∆q ≥ h

⇓

p-q平面(位相空間)を面積hより小さく分割できない

⇓

•１自由度 : 位相空間でhあたり１つの状態

∆q

∆p

q

p
h

E+∆E

E

• N自由度 : hNあたり１つの状態

ミクロカノニカル分布=位相空間で一様な確率

∆Ω ≡ ∆p1∆p2..∆pN∆q1∆q2..∆qN
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の中に系の状態(p1, p2, ...pN , q1, q2, ..., qN)が見つかる確

率は∆Ωに比例する。

[注意]巨視的な系：N = 1023個もの微視的な自由度の

集まり

•１つの自由度が取り得る状態の数：f

•全体としてはfN個の状態を取り得る

f = 10とすれば、fN = 10NはN ∼ 1023桁！の数

観測時間の間にすべての状態を回りつくすから、すべ

ての状態について平均するわけではない。

宇宙の年齢にわたって可能な限り短い時間間隔で測定

を繰り返したらいくつの状態を測定できるか？
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1.5 アンサンブル

系の「微視的状態」を要素とする集合=アンサンブル

観測する
⇕

アンサンブルの中から
ランダムサンプリング

ある微視的な状態が観測される確率
∝アンサンブルに含まれるその状態の数

•実験：１つの系を観測する

•理論：アンサンブル全体にわたって平均してしまっ

た方が計算が簡単（アンサンブル平均）

⇓

孤立系：エネルギー一定

エネルギーの同じ微視的状態からなるアンサンブル

||

ミクロカノニカルアンサンブル

等重率の原理
「ミクロカノニカルアンサンブルには、すべての

状態が同数だけ含まれている」
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この場合は同じ数であればいくつでもよいので、すべ

ての微視的状態が一つづつあればよい。
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2 カノニカル分布

2.1 カノニカル分布の導入

•ミクロカノニカル分布：孤立系　拘束条件がきつい

⇒計算がしにくい

•カノニカル分布：熱浴とエネルギーのやりとりをし

て平衡状態にある系　拘束条件がゆるい⇒計算が

しやすい
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•熱浴＋系

全エネルギーE0 （一定）

•系が i番目の固有状態にある確率piを考える

– 系 固有エネルギー：Ei

– 熱浴 エネルギー：EB = E0 − Ei

熱浴

(heat bath)

系

E0−Ei Ei

エネルギーEBの熱浴の状態数:WB(EB)

WB(E0 − Ei)＝系が i番目の状態にあるとしたとき
の全系（＝系＋熱浴）の取り得る状態の数

21



E0−Ei

Ei1

Ei2

Ei3

EiWB(E0−Ei)

皆

同

じ

確

率

E0−Ej

Ej1

Ej2

Ej3

EjWB(E0−Ej)

系が状態i
にある場合

系が状態j
にある場合

WB(E0−Ei)通り WB(E0−Ej)通り

系が状態 iにある確率：pi ∝ WB(E0 − Ei)

熱浴は系よりずっと大きい

⇓

lnWB(E0 − Ei)をE0 ≫ Eiと考えてテーラー展開
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lnWB(E0 − Ei) = lnWB(E0)− Ei
∂lnWB(EB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0

β ≡ ∂lnWB(EB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0

βは熱浴だけで定まる定数。系の個性を反映しない。

lnWB(E0 − Ei) = lnWB(E0)− βEi

pi ∝ WB(E0 − Ei) = WB(E0) exp(−βEi)

pi = C exp(−βEi)

確率の規格化

1 =
∑
i

pi = C
∑
i

exp(−βEi)

C =
1∑

i exp(−βEi)

pi =
exp(−βEi)

Z
:カノニカル分布

Z =
∑
i

exp(−βEi)：分配関数（状態和）

partition function∑
i

は系のすべての状態についての和を表す。
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[古典粒子系の場合]

Z =
1

N !h3N

∫
V

d3r1...

∫
V

d3rN

∫ ∞
−∞

d3p1

...

∫ ∞
−∞

d3pN exp (−βH(qi,pi))

N !で割る理由 : 微視的な粒子は自己同一性を持たない

1.「粒子 iがr, pにあり粒子jがr′, p′にある」ことと

2.「粒子jがr, pにあり粒子 iがr′, p′にある」ことは

粒子が区別できれば異なる状態

しかし

粒子に区別できなければおなじ状態。

粒子i 粒子j

粒子i

≡

粒子j

本当は同等なのに別々に数えている

N!=2!で割らなくてはならない
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•同じβを持つ系はエネルギーのやりとりについて同

じ熱浴と熱平衡にある

熱浴

系1

βは熱浴の
状態数WBで定まる

β

系2

β

くっつけても

変化が起きない

互いに熱平衡

⇓

同じβを持つ系はエネルギーのやりとりについて互
いに熱平衡にある

⇓
βは熱力学でいう「温度」で定まる量
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[βと温度Tの関係]

理想気体の内部エネルギーを考えてみる

一般に

U =
1

Z

∑
i

Ei exp(−βEi) = −
1

Z

∂

∂β

∑
i

exp(−βEi)

= − 1

Z

∂

∂β
Z = − ∂

∂β
lnZ

単原子理想気体

Z =
1

N !h3N

∫
V

d3r1...

∫
V

d3rN

∫ ∞
−∞

d3p1...

∫ ∞
−∞

d3pN

× exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)

=
V 3N

N !h3N

∫ ∞
−∞

dp1x exp

(
−βp

2
1x

2m

)∫ ∞
−∞

dp1y exp

(
−β

p21y
2m

)

×
∫ ∞
−∞

dp1z exp

(
−β p

2
1z

2m

)
...

∫ ∞
−∞

dpNx exp

(
−βp

2
Nx

2m

)
×
∫ ∞
−∞

dpNy exp

(
−β

p2Ny

2m

)∫ ∞
−∞

dpNz exp

(
−βp

2
Nz

2m

)

ガウス積分
∫ ∞
−∞

exp(−ax2)dx =

√
π

a
, a =

β

2m
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r1...rN ,p1...pN について積分を実行すると

Z =
V N

N !h3N

(√
2πm

β

)3N

内部エネルギーUは

U = − ∂

∂β
lnZ

lnZ = ln
V N

N !h3N
+
3N

2
ln

(
2πm

β

)
U = −3N

2

∂

∂β
ln

(
2πm

β

)
=

3N

2β
=

3NkBT

2

β =
1

kBT
でなくてはならない。

kB = 1.38× 10−23[J/K] : ボルツマン(Boltzmann)定数

理想気体温度と熱力学的温度は等しい⇒ βとTの関係

は理想気体でなくても同じ。

pi =
exp(− Ei

kBT
)

Z
:カノニカル分布（正準分布）

Z =
∑
i

exp(− Ei

kBT
)：分配関数（状態和）

exp(− Ei

kBT
) :ボルツマン因子
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[分配関数の表式]

Z =
∑
i

exp(−βEi) =
∑
i

⟨i| exp(−βEi) |i⟩

=
∑
i

⟨i| exp(−βH) |i⟩対角要素の和

= Tr exp(−βH)

Z = Tre−βH

[物理量の期待値]

⟨A⟩ = 1

Z

∑
i

⟨i|A |i⟩ e−βEi =
1

Z

∑
i

⟨i|A |i⟩ ⟨i| e−βEi |i⟩

=
1

Z

∑
i,j

⟨i|A |j⟩ ⟨j| e−βEi |i⟩

· ·· ⟨j| e−βEi |i⟩ = e−βEi ⟨i| j⟩ = δije
−βEi

=
1

Z

∑
i,j

⟨i|A |j⟩ ⟨j| e−βH |i⟩ · ··e−βH |i⟩ = e−βEi |i⟩

=
1

Z

∑
i

⟨i|Ae−βH |i⟩ = 1

Z
TrAe−βH

⟨A⟩ = 1

Z
TrAe−βH

[密度行列]

ρ =
1

Z
e−βH ⟨A⟩ = TrρA
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2.2 分配関数と熱力学的諸量

エネルギーがEとE +∆Eの間の状態の数: W (E)∆E

W (E): 状態密度

[W (E)の性質]

•W (E) ∼ O(fN)⇔ S(E) ∼ O(N)

f :一つの自由度が平均的に取り得る状態数

• dW (E)

dE
> 0エネルギーが高い方が取り得る状態の

数が多い

熱力学的に正常な系
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Z =
∑
i

e−βEi =

∫
dEW (E)e−βE

=

∫
dEe−β(E−TS(E)), S(E) = kBlnW (E)

Eは巨視的な量

⇓
e−β(E−TS(E))dE ∝ 系のエネルギーがEとE + dEの間

の値を取る確率⇒幅O(
√
N)のシャープな関数

E

O(N1/2)

Emax

W(E)e−βE

W(E) e−βE
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•統計力学：温度一定の熱浴と接して熱平衡にある系

ではE − TS(E)が最大になる状態が実際には観測

される。

Emax(T )は温度によって定まる。系のエネルギーは

ほとんどこの値±O(
√
N)に定まっている。

⇓

内部エネルギーU = Emax(T )

•熱力学： 温度一定の熱浴と接して熱平衡にある系

では自由エネルギーF = E − TS熱力学(E)が最大

F = E − TS(E), S(E) = S熱力学(E)と考えられる

⇓

S(E)の正体はエントロピー

S(E) = kBlnW (E) :ボルツマンの関係式

•ミクロとマクロを結びつける関係式

エントロピーという「わかりにくい」量を状態密度

という「わかりやすい」量で表す。

•ミクロカノニカルの考え方で計算できる
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[エントロピーの物理的意味]

W (E)∆E

•巨視的に見て同じに見える微視的な状態の数

•粗視化したときに失われた情報量＝乱雑さの程度

この意味では正確には

S(E) = kBln(W (E)∆E) :ボルツマンの関係式

と書くべき。

∆Eの不定性：∆E =宇宙の全エネルギーにとって

も、 ∆E = ~/宇宙の年齢にとっても、S(E)の値は

ほとんど変わらないので気にしなくてよい。
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[最大値の条件]

∂

∂E
(E − TS(E))

∣∣∣∣
E=Emax

= 0,
∂2S(E)

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

< 0

⇓
1

T
=

∂S(U)

∂U
: 熱力学での温度とエントロピーの関係

∂2S(U)

∂U 2
< 0 : 熱力学的安定性

[Zの評価]

Z =

∫
dEe−β(E−TS(E))

どうせE = Emax近傍しか重要でない

⇒ E − TS(E)をE = Emaxのまわりでテーラー展開

E − TS(E) = Emax − TS(Emax)

− 1

2
T
∂2S(E)

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

(E − Emax)
2
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Z ≃ exp(−β(Emax − TS(Emax)))

×
∫

dE exp

{
1

2kB

∂2S(E)

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

(E − Emax)
2

}

≃ exp(−β(Emax − TS(Emax)))

√√√√ π

−1
2kB

∂2S(E)
∂E2

∣∣∣
E=Emax

lnZ = −β(Emax − TS(Emax))−
1

2
ln

{
−1
2πkB

∂2S(E)

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

}
第１項　∼ O(N)≫ 第２項 ∼ O(lnN)

−kBT lnZ = Emax − TS(Emax) :示量的な量

−kBT lnZ : 実際に観測される状態の自由エネルギー

Fに等しい

F (T, V ) = −kBT lnZ(T, V )

•以下では、混乱のない限り、確率的に分布している

「エネルギー」Eとその期待値である「内部エネル

ギー」U =< E >を共にEで表すことがある。ま

た、Emaxという表記もあまり使わない。

•これは論理的には正しくない書き方である。しかし、

結局、観測されるエネルギーは同じなので、表記が
34



煩雑になるのを防ぐために「さぼって」こういう書

き方をする。もちろん論理展開上必要なときは区別

する。
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2.3 熱力学の関係式の統計力学による導出

統計力学でのFやSと熱力学でのFやSが同じもので

あることをちゃんと示す

1.内部エネルギーU

U = < E >=
∑
i

piEi =
1

Z

∑
i

Ei exp(−βEi)

= − 1

βZ

∂

∂β

∑
i

exp(−βEi) = −
1

βZ

∂

∂β
Z

= − ∂

∂β
lnZ =

∂

∂β

F統
kBT

∣∣∣∣∣
V

(F統 = −kBT lnZ)

= −kBT 2 ∂

∂T

F統
kBT

∣∣∣∣∣
V

= −T 2 ∂

∂T

F統
T

∣∣∣∣∣
V

U = −T 2 ∂

∂T

F統
T

∣∣∣∣∣
V
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2.圧力P

系が i番目の固有状態にある時の「圧力」: Pi

体積V → V + dV

= 量子力学的には境界条件の変化

状態 i
エネルギーEi(V)

体積 V

状態 i
エネルギーEi(V+dV)

体積 V+dV

Pi

Pi

固有エネルギーEi(V )→ Ei(V + dV )

この変化は外部からなされた仕事と等しい

E(V + dV )− Ei(V ) = −PidV

Pi = −
dEi(V )

dV
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P =< Pi > =
1

Z

∑
i

(
−dEi(V )

dV

)
exp(−βEi(V ))

=
1

βZ

∂

∂V

∑
i

exp(−βEi(V ))

∣∣∣∣∣
T

=
1

βZ

∂Z

∂V

∣∣∣∣
T

= −
∂F統
∂V

∣∣∣∣∣
T

P = −
∂F統
∂V

∣∣∣∣∣
T

F統
T
の微小変化

∂

∂T

(
F統
T

)∣∣∣∣∣
V

= − U

T 2
,

∂

∂V

(
F統
T

)∣∣∣∣∣
T

= −P
T

d

(
F統
T

)
= − U

T 2
dT − P

T
dV = d

(
F熱力学

T

)

F統
T

=
F熱力学

T
+ S0, (S0 = const.)
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3.エントロピーS

U = −T
∂F統
∂T

∣∣∣∣∣
V

+ F統

= −T
∂F統
∂T

∣∣∣∣∣
V

+ U − TS統

0 = −T
∂F統
∂T

∣∣∣∣∣
V

− TS統 ⇒ S統 = −
∂F統
∂T

∣∣∣∣∣
V

S統 = −
∂F統
∂T

∣∣∣∣∣
V

S熱 = −
∂F熱
∂T

∣∣∣∣∣
V

= −
∂F統
∂T

∣∣∣∣∣
V

+ S0 = S統 + S0

どちらも絶対零度で0になる⇒ S0 = 0

•熱力学：熱力学の第３法則

•統計力学：絶対零度では基底状態（ただ１つ）に

ある。S = kBln1 = 0

S統 = S熱, F統 = F熱
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[熱力学的関数の微小変化（全微分）]

P = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T

, S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V

•Helmholtzの自由エネルギー

dF = −SdT − PdV

•内部エネルギー

dU = d(F + TS) = TdS − PdV :熱力学の第１法則

•エンタルピー

dH = d(U + pV ) = TdS + V dP

•Gibbsの自由エネルギー

dG = d(F + PV ) = −SdT + V dP
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3 カノニカル分布の応用

3.1 単原子理想気体

1.分配関数

Z(T, V ) =
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

2.自由エネルギー

F (T, V ) = −kBT lnZ(T, V )

= −kBT ln
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

Stirling の公式：lnN ! ≃ N lnN −N

= −NkBT lnV

(
2πmkBT

h2

)3/2

+ kBT (N lnN −N)

= −NkBT

[
ln
V e

N
+
3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)]
ちゃんと示量性の量になっている

3.内部エネルギーU

U = −T 2 ∂

∂T

F

T
= T 23N

2

∂

∂T
ln (2πmkBT )

= T 23N

2

∂

∂T
lnT =

3NkBT

2
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4.圧力

p = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T

=
NkBT

V

pV = NkBT :状態方程式

5.エントロピー

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V

= NkBln
V e

N
+
3NkB
2

ln

(
2πmkBT

h2

)
+
3NkBT

2

1

T

= NkBln
V e

N
+
3NkB
2

ln

(
2πmkBT

h2

)
+
3NkB
2

6.熱容量

C = T
∂S

∂T

∣∣∣∣
V

= T
3NkB
2T

=
3NkB
2
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7. Maxwell-Boltzmannの速度分布則

全粒子の座標と運動量が位相空間の微小体積
N∏
i=1

d3rid
3pi

の中にある確率

P (r1, r2, ..., rN ,p1,p2, ...,pN)

N∏
i=1

d3rid
3pi

=
1

N !h3NZ

N∏
i=1

d3rid
3pi exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)

Z =
1

N !h3N

{
N∏
i=1

∫
V

d3ri

∫ ∞
−∞

d3pi

}
exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)
1番目の粒子の運動量が運動量空間の微小体積d3p1

の中にある確率

ri(1 < i < N)とpi : (2 < i < N)について積分

P (p1)d
3p1 =

d3p1

N !h3NZ

{
N∏
i=1

∫
V

d3ri

}

×

{
N∏
i=2

∫ ∞
−∞

d3pi

}
exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)

=

exp

(
−β p2

1

2m

)
∫ ∞
−∞

d3p1 exp

(
−β p2

1

2m

)d3p1 =

(
β

2πm

)3/2

e
−
βp2

1

2m d3p1
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px

py

pz dpy

dpx

dpz

p

運動量空間
微小体積d3p

vx

vy

vz dvy

dvx

dvz

v

速度空間
微小体積d3v

粒子の運動量が運動量空間の微小体積d3pの中にあ

る確率

P (p)d3p =
1

(2πmkBT )3/2
exp

(
− p2

2mkBT

)
d3p

粒子の速度が速度空間の微小体積d3vの中にある確

率

p(v)d3v =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
d3v

速度空間の微小体積d3vの中の速度を持つ粒子数

f (v)d3v = N

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
d3v
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平均二乗速度

< v2 >=

∫ ∞
−∞

dvx

∫ ∞
−∞

dvy

∫ ∞
−∞

dvzv
2p(v)

=

∫ ∞
−∞

dvx

∫ ∞
−∞

dvy

∫ ∞
−∞

dvz(v
2
x + v2y + v2z)p(v)

= 3

(
m

2πkBT

)3/2 ∫ ∞
−∞

dvx

∫ ∞
−∞

dvy

∫ ∞
−∞

dvzv
2
x

× exp

(
− mv2x
2kBT

)
exp

(
−

mv2y
2kBT

)
exp

(
− mv2z
2kBT

)

= 3

(
m

2πkBT

)1/2 ∫ ∞
−∞

dvx exp

(
− mv2x
2kBT

)

=
3

2

(
m

2πkBT

)1/2
√

π

(
2kBT

m

)3

=
3kBT

m∫ ∞
−∞

exp(−αx2)dx =

√
π

α∫ ∞
−∞

x2 exp(−αx2)dx =
1

2

√
π

α3

平均運動エネルギー

<
1

2
mv2 > =

3kBT

2
:等分配則

粒子の速さv = |v|がv ∼ v + dvの間にある確率

p̂(v)dv =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
4πv2dv
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確率最大になるのは

dp̂(v)

dv
=

(
m

2πkBT

)3/2

e
−
mv2

2kBT 4π(2v − mv2

2kBT
2v)

=

(
m

2πkBT

)3/2

e
−
mv2

2kBT 4πv(2− mv2

kBT
) = 0

vmax =

√
2kBT

m
̸=
√
< v2 >

0 1 2 3   v
(2kBT/m)1/2

p(v)^

=v/vmax

v=vmax
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3.2 二準位系

各原子が二つだけのエネルギー準位を持っている系の

集まりを考える
ε

0
i=1 i=2 i=3 i=N

n=1

n=0

２準位系のエネルギー

•基底状態：n = 0 En = 0

•励起状態：n = 1 En = ϵ(> 0)

i番目の二準位系の状態：ni (= 0 or 1), i = 1, ..., N

3.2.1 カノニカル分布での扱い

全エネルギー : E =

N∑
i=1

Eni
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1.分配関数

Z =

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN=0

exp

{
−β

N∑
i=1

Eni

}

=

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN=0

N∏
i=1

exp {−βEni}

=

N∏
i=1

1∑
ni=0

exp(−βEni)

=

N∏
i=1

{exp(−β · 0) + exp(−βϵ)} = {1 + exp(−βϵ))}N

1 + exp(βϵ): 一個の２準位系の分配関数

2.自由エネルギー

F (T ) = −kBT lnZ = −kBTN ln(1 + exp(−βϵ))

3.内部エネルギー

U(T ) = − ∂

∂β
lnZ = − ∂

∂β
N ln(1 + exp(−βϵ))

=
Nϵ exp(−βϵ)
1 + exp(−βϵ)

= N

{
0 · 1

1 + exp(−βϵ)
+

ϵ · exp(−βϵ)
1 + exp(−βϵ)

}
=

Nϵ

1 + exp βϵ
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4.熱容量（比熱）

C(T ) =
∂U

∂T
=

∂

∂T

Nϵ

1 + exp βϵ

=
∂β

∂T

∂

∂β

Nϵ

1 + exp βϵ
=

(
− 1

kBT 2

)(
− Nϵ2 exp βϵ

(1 + exp βϵ)2

)
=

N

kBT 2

ϵ2(
exp

βϵ

2
+ exp

(
−βϵ

2

))2 =
N

4kBT 2

ϵ2

cosh2
βϵ

2

•低温極限　kBT ≪ ϵ βϵ≫ 1

C(T ) ≃ N

kBT 2

ϵ2(
exp

βϵ

2

)2 =
Nϵ2

kBT 2
e−βϵ

•高温極限　kBT ≫ ϵ βϵ≪ 1

C(T ) ≃ Nϵ2

4kBT 2
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0 1 2
0

0.2

0.4

C/NkB

kBT/ε

～e−ε/kBT

～1/T2

Schottky型比熱

3.2.2 ミクロカノニカル分布での扱い

•基底状態にある原子数N0 En = 0

•励起状態にある原子数N1 En = ϵ(> 0)

全エネルギー : E = N1ϵ

⇓

全エネルギー一定⇔ N1一定

⇓

全エネルギー一定での状態数：
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W (E) =N CN1 =
N !

N1!(N −N1)!

エントロピー：S(E) = kBlnW (E) = kBln
N !

N1!(N −N1)!

≃ kB {N lnN −N −N1lnN1 +N1

− (N −N1)ln(N −N1) +N −N1}

= kB {N lnN −N1lnN1 − (N −N1)ln(N −N1)}

1

T
=

∂S(E)

∂E
=

1

ϵ

∂S(E)

∂N1
=

1

ϵ
kB

{
−lnN1 −N1

1

N1

+ ln(N −N1)− (N −N1)
−1

N −N1

}
=

1

ϵ
kBln

N −N1

N1

ϵ

kBT
= ln

N −N1

N1

exp
ϵ

kBT
=

N −N1

N1

N1 exp
ϵ

kBT
= N −N1

N1(1 + exp
ϵ

kBT
) = N

N1 =
N

1 + exp ϵ
kBT

E = ϵN1 =
Nϵ

1 + exp ϵ
kBT

後は同じ
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3.2.3 最大項の方法

E

O(N1/2)

Emax

W(E)e−βE

W(E) e−βE

Z =
∑
N1

W (E(N1)) exp(−βE(N1))

=
∑
N1

e−β(E(N1)−TS(E(N1)) :最大の項で近似してよい

≃ exp(−β(E(N1max)− TS(E(N1max)))

∂

∂N1
{E(N1)− TS(E(N1))}

∣∣∣∣
N1=N1max

= 0

∂

∂N1
{ϵN1 − TS(E(N1))}

∣∣∣∣
N1=N1max

= 0

ϵ

T
=

∂S(E(N1))

∂N1

∣∣∣∣
N1=N1max

⇔ミクロカノニカルの式
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3.3 常磁性体

[物質の磁性を担うもの]

•電子の軌道運動 : 軌道角運動量 : L

•電子は「自転」している＝スピン角運動量 : S

絶縁体の磁性：軌道角運動量は重要でない

[スピン角運動量の性質]

•大きさは決まっている。電子の場合、S =
1

2
~

• z方向成分 Sz = ±1
2
~

•磁気モーメントµ = −gµBS

µB =
e~
2m

= 9.274015× 10−24J/T、g = 2.0023

磁場中での磁気双極子のハミルトニアン：

H = −µH = gµBSH = gµBS
zH (H//zとした)

µ
H
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E = ±gµBH

2
の二つの準位に分裂：ゼーマン効果

Sz µ H

エネルギー

高い

E=gµBH/2

Sz µ H

エネルギー

低い

E=−gµBH/2

磁性原子：↑電子と↓電子の数が異なる⇒原子として

磁気モーメントを持つ

磁場中のS =
1

2
の磁性原子=２準位系

N個の磁性原子からなる系（磁性原子間の相互作用を

無視）

全エネルギー : E =

N∑
i=1

gµBS
z
iH
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1.分配関数

Z =
∑

Sz
1=±

1
2

∑
Sz
2=±

1
2

....
∑

Sz
N=±1

2

exp

{
−β

N∑
i=1

gµBS
z
iH

}

=

{
exp

(
−βgµBH

2

)
+ exp

(
βgµBH

2

)}N

=

{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}N

2cosh

(
gµBH

2kBT

)
: 一個の磁性原子の分配関数

2.自由エネルギー

F (T ) = −kBT lnZ

= −NkBT ln

{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}
3.内部エネルギー

U(T ) = − ∂

∂β
lnZ = − ∂

∂β
N ln

{
2cosh

(
βgµBH

2

)}

= −NgµBH

2

sinh

(
βgµBH

2

)
cosh

(
βgµBH

2

) = −NgµBH

2
tanh

βgµBH

2
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4.エントロピー

S(T ) = −∂F
∂T

=
∂

∂T
NkBT ln

{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}
= NkBln

{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}

+ NkBT

{
−gµBH

2kBT 2

} sinh

(
gµBH

2kBT

)
cosh

(
gµBH

2kBT

)

= NkB

ln
{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}
− gµBH

2kBT

sinh

(
gµBH

2kBT

)
cosh

(
gµBH

2kBT

)
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S(T )はH/Tだけの関数

S(T ) = NkBf

(
gµBH

2kBT

)
f (x) = ln (2coshx)− x

sinhx

coshx

強い磁場をかけて熱平衡状態にし、急激に磁場を切

る（断熱的: S一定 ⇔ H/T一定 ）

H → 0⇒ T → 0　低温が得られる 「断熱消磁」

5.熱容量（比熱）

C(T ) =
∂U

∂T
=

∂

∂T

{
−NgµBH

2
tanh

βgµBH

2

}
=

N(gµBH)2

4kBT 2

1

cosh2
βgµBH

2

•低温極限　kBT ≪ gµBH βgµBH ≫ 1

C(T ) ≃ N

kBT 2

(gµBH)2(
exp

βgµBH

2

)2 =
N(gµBH)2

kBT 2
e−βgµBH

•高温極限　kBT ≫ gµBH βgµBH ≪ 1

C(T ) ≃ N(gµBH)2

4kBT 2
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0 1 2
0

0.2

0.4

C/NkB

kBT/gµBH

～e−gµBH/kBT

～1/T2

Schottky型比熱
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6.磁化

Z =
∑

Sz
1=±

1
2

∑
Sz
2=±

1
2

....
∑

Sz
N=±1

2

exp

{
−β

N∑
i=1

gµBS
z
iH

}

M = < −gµB

N∑
i=1

Sz
i >

∂lnZ

∂H
=

1

Z

∂Z

∂H

=
1

Z

∑
Sz
1=±

1
2

∑
Sz
2=±

1
2

....
∑

Sz
N=±1

2

(
−β

N∑
i=1

gµBS
z
i

)

× exp

{
−β

N∑
i=1

gµBS
z
iH

}
= βM

M = kBT
∂lnZ

∂H
= −∂F

∂H

= NkBT
∂

∂H
ln

{
2cosh

(
βgµBH

2

)}

= NkBT
βgµB

2

sinh
(
βgµBH

2

)
cosh

(
βgµBH

2

)
=

NgµB

2
tanh

gµBH

2kBT
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0 2 4 6 8
0

1

M/NµB

gµBH/kBT

～gµBH/kBT

磁化曲線
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7.帯磁率（磁化率）

χ = lim
H→0

∂M

∂H

= lim
H→0

∂

∂H

NgµB

2
tanh

gµBH

2kBT

tanh ≃ x (| x |≪ 1)

= lim
H→0

∂

∂H

NgµB

2

gµBH

2kBT
=

N(gµB)
2

4kBT

χ =
N(gµB)

2

4kBT
Curieの法則

0 1 2 3
0

2

4

4χkB/N(gµB)2

T

Curie則
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0 2 4
0

2

4

N(gµB)2/4kBχ

T

Curie則

0 1 2 3
0

1

N(gµB)2/4

T

χkBT
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[一般の磁性体における熱力学的関係式]

•磁性体自身のハミルトニアン：H0　

固有値 Ei、固有状態 |i⟩

•磁性体と磁場の相互作用エネルギー：−HM̂

•状態 |i⟩における磁化：Mi

(H0 と磁化の演算子M̂は可換とする）

磁場中での分配関数

Z(H) =
∑
i

exp (−β(Ei −HMi))

1

βZ(H)

∂Z(H)

∂H
=

1

βZ(H)

∑
i

βMi exp (−β(Ei −HMi))

=
1

Z(H)

∑
i

Mi exp (−β(Ei −HMi)) =< M >

kBT
∂lnZ(H)

∂H
=< M >, F (H) = −kBT lnZ(H)

M =< M > = −∂F (H)

∂H
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別の書き方

Z(H) =
∑
M

∑
iM

exp
(
−β(EiM −HM)

)
iM : 磁化がMの状態の番号

=
∑
M

∑
iM

exp
(
−βEiM

) exp (βHM)

Z∗(M) =
∑
iM

exp
(
−β(EiM )

)
:磁化を固定したときの分配関数

F ∗(M) = −kBT lnZ∗(M)

:磁化を固定したときの自由エネルギー

Z(H) = exp (−βF (H))

=
∑
M

Z∗(M) exp βHM

=
∑
M

exp (−β(F ∗(M)−HM))

≃ Z∗(Mmax) exp βHMmax (最大項をとる)

= exp (−β(F ∗(Mmax)−HMmax))
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F (H) = F ∗(Mmax)−HMmax

∂

∂M
(F ∗(M) − HM) = 0 : Mmaxを決める条件

H =
∂F ∗(M)

∂M
F (H) = F ∗(M)−HM ルジャンドル変換

ここではM = Mmax =実際に観測される磁化
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3.4 ゴム弾性

ゴム：ポリマー（多量体）＝モノマー（単量体）の集

まり

単量体

自由に

回転できる

簡単なモデル化

L

a

•１つの単量体は２通りの方向しか向けない：

長さaの矢印で表す → ←

•エネルギーはどちらも同じ=0とする

66



3.4.1 ミクロカノニカル

エントロピーを計算

右向きの単量体の数 NR

左向きの単量体の数 NL = N −NR

全長 L = NRa−NLa = (2NR −N)a

S = kBlnW = kBln
N !

NR!(N −NR)!

= kB(N lnN −N −NRlnNR +NR

− (N −NR)ln(N −NR) + (N −NR))

= kB(N lnN −NRlnNR − (N −NR)ln(N −NR))

熱力学の第１法則

dU = −pdV + TdS : 気体 p :圧力

dU = XdL + TdS : ゴム X :張力

このモデルではU = 0⇒ dU = XdL + TdS = 0

X = −T ∂S

∂L
= − T

2a

∂S

∂NR

= −kBT
2a

∂

∂NR
(N lnN −NRlnNR − (N −NR)ln(N −NR))

= −kBT
2a

(−lnNR + ln(N −NR)) =
kBT

2a
ln

NR

(N −NR)
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2aX

kBT
= ln

NR

(N −NR)

exp
2aX

kBT
=

NR

(N −NR)

(N −NR) exp
2aX

kBT
= NR

N exp
2aX

kBT
= NR(1 + exp

2aX

kBT
)

NR = N
exp 2aX

kBT

1 + exp 2aX
kBT

= N
1

1 + exp
(
−2aX

kBT

)
L = (2NR −N)a =

2Na

1 + exp
(
−2aX

kBT

) −Na

= Na
1− exp

(
−2aX

kBT

)
1 + exp

(
−2aX

kBT

)
= Na

exp aX
kBT
− exp

(
− aX

kBT

)
exp aX

kBT
+ exp

(
− aX

kBT

)
= Natanh

aX

kBT
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0 2 4
0

1

L/Na

Xa/kBT

～Xa/kBT

F → 0

L = Natanh
aX

kBT
≃ Na

aX

kBT
=

Na2

kBT
X

X ≃ kBT

Na2
L

フックの法則（ただし、自然長が０になってしまう）

•同じ長さにのばすのに温度が高い方が大きな力がい

る：ゴムは高温で硬くなる

http://www.cmt.phys.kyushu-u.ac.jp/

~ M.Sakurai/phys/statphys/ の12を参照

•エネルギーの効果がなくても弾性が生じる：

エントロピー弾性
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3.4.2 カノニカル分布

張力X一定の条件で考える

おもり

ゴム

M

L

E = −MgL = −XL

i番目の単量体が右向きか左向きかを区別する量 siを

考える

L

s1=1 s2=1

s3=−1 s3=1

右向き si = 1

左向き si = −1

全長 L =

N∑
i=1

sia
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E = −X
N∑
i=1

sia

1.分配関数

Z =
∑
s1=±1

∑
s2=±1

....
∑

sN=±1
exp

{
βX

N∑
i=1

asi

}
= {exp (−βXa) + exp (βXa)}N

2.長さ（の期待値）

L = <
N∑
i=1

asi >=
1

βZ

∂Z

∂X
=

1

β

∂lnZ

∂X

= NkBT
∂

∂X
ln
{
e(−βXa) + e(βXa)

}
= Natanh

Xa

kBT

外力一定でのカノニカル分布

⇓

外力の源（今の場合はおもり）のエネルギーも一緒

にしてカノニカル分布を適用

||

ルジャンドル変換の物理的意味
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圧力p一定体積V一定

         E(V)
（内部エネルギー）

   H=E(V)+pV
（エンタルピー）

張力X一定長さL一定

E(X) E(X)−LX

磁場H一定磁化M一定

E(M) E(M)−MH

V,L,M...が一定の
状態について

和をとる

V,L,M...の異なる
状態について

もすべて和を

とる

<V>,<L>,<M>..を計算

共役な外力

X一定
物理量A
一定

気体

ゴム

磁性体

V

おもりを含めた

エネルギー

H

M

磁場を含めた

エネルギー

A : 物理量（示量性）体積、長さ、電気分極・磁化

など

X : Aに共役な外力（示強性）圧力、張力、電場・磁

場など
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3.5 調和振動子

N個の調和振動子の集団

H =

N∑
i=1

[
p2i
2mi

+
miω

2
i q

2
i

2

]

i=1 i=2 i=3 i=N

3.5.1 古典的取り扱い

1.分配関数

Z =
1

hN

∫ ∞
−∞

dq1...

∫ ∞
−∞

dqN

∫ ∞
−∞

dp1...

∫ ∞
−∞

dpN

× exp

(
−β

N∑
i=1

{
p2i
2mi

+
miω

2
i q

2
i

2

})

=
1

hN

∫ ∞
−∞

dp1 exp

(
−βp21
2m1

)
...

∫ ∞
−∞

dpN exp

(
−βp2N
2mN

)
×
∫ ∞
−∞

dq1 exp

(
−βω

2
1m1q

2
1

2

)
...

∫ ∞
−∞

dqN exp

(
−βω

2
NmNq

2
N

2

)
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ガウス積分
∫ ∞
−∞

exp(−ax2)dx =

√
π

a
,

q1...qN , p1...pN について積分を実行すると

Z =
1

hN

N∏
i=1

(√
2πmi

β

√
2π

βmiω2
i

)

=

N∏
i=1

(
2π

βh

)(
1

ωi

)

=

N∏
i=1

(
kBT

~ωi

)
= (kBT )

N
N∏
i=1

(
1

~ωi

)
ωi = ωの場合（すべての振動子が同じ固有振動数)

Z =

(
kBT

~ω

)N

注：なぜN !で割らなくていいか

それぞれの粒子はポテンシャルの中に閉じこめら

れている。

⇓

粒子は互いに入れ替わることができない。

⇓

どのポテンシャルの中にいる粒子かということで

区別できる。
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2.自由エネルギー

F = −kBT lnZ = −kBT ln
N∏
i=1

(
kBT

~ωi

)

= −NkBT

N∑
i=1

ln

(
kBT

~ωi

)
ωi = ωの場合

F = −NkBT ln

(
kBT

~ω

)

3.内部エネルギー

U = − ∂

∂β
lnZ = − ∂

∂β
ln

1

βN

N∏
i=1

(
1

~ωi

)

= − ∂

∂β

(
−N lnβ +

N∑
i=1

ln

(
1

~ωi

))
=

(
N

β

)
= NkBT

１振動子あたりkBTが分配されている:等分配則

pにkBT/2、qにkBT/2

4.熱容量

C =
∂U

∂T
= NkB
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3.5.2 量子力学的取り扱い

一つ一つの調和振動子のエネルギーが量子化される

i番目の調和振動子のエネルギー(i = 1, ..., N)

Ei = ~ωi

(
ni +

1

2

)
, ni = 0, 1, 2, ...∞

h/ ω1

i=1 i=2 i=3

h/ ω2
h/ ω3 h/ ωΝ

i=N

全エネルギー

E(n1, n2, ..., nN) =

N∑
i=1

Ei =

N∑
i=1

~ωi

(
ni +

1

2

)
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1.分配関数

Z =

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

...

∞∑
nN=0

exp

(
−β

N∑
i=1

~ωi

(
ni +

1

2

))

=

∞∑
n1=0

∞∑
n2=0

...

∞∑
nN=0

N∏
i=1

exp

(
−β~ωi

(
ni +

1

2

))

=

∞∑
n1=0

exp

(
−β~ω1

(
n1 +

1

2

))

×
∞∑

n2=0

exp

(
−β~ω2

(
n2 +

1

2

))

...

∞∑
nN=0

exp

(
−β~ωN

(
nN +

1

2

))

∞∑
n=0

exp

(
−β~ω

(
n +

1

2

))
= e−

β~ω
2

∞∑
n=0

(
e−β~ω

)n
=

e−
β~ω
2

1− e−β~ω
=

1

e
β~ω
2 − e−

β~ω
2

=
1

2sinhβ~ω
2

Z =

N∏
i=1

1

2sinhβ~ωi
2
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ωi = ωの場合（すべての振動子が同じ固有振動数)

Z =

(
1

2sinhβ~ω
2

)N
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2.自由エネルギー

F = −kBT lnZ = kBT

N∑
i=1

ln

(
2sinh

β~ωi

2

)
ωi = ωの場合

= NkBT ln

(
2sinh

β~ω
2

)

3.内部エネルギー

U = − ∂

∂β
lnZ =

∂

∂β

N∑
i=1

ln

(
2sinh

β~ωi

2

)

=

N∑
i=1

~ωi

2

coshβ~ωi
2

sinhβ~ωi
2

=

N∑
i=1

~ωi

2
coth

β~ωi

2

=

N∑
i=1

~ωi

(
1

eβ~ωi − 1
+
1

2

)
ωi = ωの場合

= N~ω
(

1

eβ~ω − 1
+
1

2

)
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1

eβ~ωi − 1
= < ni >

: 熱的に励起されたエネルギー量子の数

1

2
: 零点振動

4.熱容量

C =
∂U

∂T
=

N∑
i=1

~ωi
∂

∂T

(
1

eβ~ωi − 1
+
1

2

)

=

N∑
i=1

~ωi
−1
kBT 2

(
− ~ωie

β~ωi

(eβ~ωi − 1)
2

)
,

(
dβ

dT
= − 1

kBT 2

)

=

N∑
i=1

(~ωi)
2

kBT 2

1(
e
β~ωi
2 − e−

β~ωi
2

)2 = N∑
i=1

(~ωi)
2

kBT 2

1

4sinh2
β~ωi

2
ωi = ωの場合

=
N(~ω)2

kBT 2

1(
e
β~ω
2 − e−

β~ω
2

)2 = N(~ω)2

4kBT 2

1

sinh2
β~ω
2

[温度依存性の概略（ωi = ωの場合）]

(a)低温極限 (kBT ≪ ~ω, β~ω ≫ 1

C ≃ N(~ω)2

kBT 2

1(
e
β~ω
2

)2 = N(~ω)2

kBT 2
e
−
~ω
kBT
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(b)高温極限 (kBT ≫ ~ω, β~ω ≪ 1

C ≃ N(~ω)2

4kBT 2

1(
β~ω
2

)2 = NkB

(sinhx ≃ x (| x |≪ 1))

0 1 2
0

1

C/NkB

kBT/h/ ω

～e−h/ ω/kBT

古典極限＝高温極限
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h/ ω
h/ ω/2

3h/ ω/2

5h/ ω/2
低温ではこの２つの

準位だけが重要

２準位系と同様な

振る舞い

3.6 固体の格子比熱

固体の比熱

•格子比熱∝ T 3

•電子比熱∝ T（金属）

3.6.1 アインシュタインモデル

各格子点の周りで原子が単振動⇒ 3N個の調和振動子
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1.古典的取り扱い

C = 3NkB =一定 : Dulong-Petitの法則

高温では実験と一致

2.量子的取り扱い

C =
3N(~ω)2

4kBT 2

1

sinh2
β~ω
2

(a)低温極限 (kBT ≪ ~ω, β~ω ≫ 1

C ≃ 3N(~ω)2

kBT 2
e
−
~ω
kBT

(b)高温極限 (kBT ≫ ~ω, β~ω ≪ 1

C ≃ 3NkB
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0 1 2

C

kBT/h/ ω

～e−h/ ω/kBT (実験ではT3)

Dulong−Petit
3NkB

3.6.2 デバイモデル

原子は互いに力を及ぼし合っている⇒独立な調和振動

子ではない

連成振動＝3N個の振動モード

3N →∞

波動
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固体中の原子の振動=音波

（ほとんど）連続的な媒質の中を伝わる波を考える
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1.格子変位の記述

• i番目の原子の位置：ri(t) = r0
i + ui(t)

• i番目の原子の釣り合いの位置：r0
i (格子点)

• i番目の原子の変位：ui

ri
0

ui

ri

O

⇓

連続体近似：r0
i ⇒ r、ui(t)⇒ u(r, t)

⇓

釣り合いの状態で位置rにある原子の変位：u(r, t)

r

u(r,t)

r+u(r,t)

O
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2.フーリエ展開

u(r, t) =
1√
N

∑
k

uk(t)e
ikr

u(r, t) :実数⇔ u−k = u∗k

3.周期的境界条件

u(x, y, z, t) = u(x + L, y, z, t)

= u(x, y + L, z, t) = u(x, y, z + L, t)

各フーリエ成分がこれを満たすには

eikr = ei(kxx+kyy+kzz) = ei(kx(x+L)+kyy+kzz)

= ei(kxx+ky(y+L)+kzz) = ei(kxx+kyy+kz(z+L))

eikxL = eikyL = eikyL = 1でなくてはならない

kx =
2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
, nx, ny, nz :整数

異なるnx, ny, nzは異なる自由度（モード）

4.縦波(∥ k)と横波(⊥ k)に分解
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k k

横波

k⊥u
ずれがあるだけ

復元力が小さい

振動数が低い

速度が遅い

縦波

k//u
圧縮がある

復元力が大きい

振動数が高い

速度が速い

uk(t) = uk,l
(t)k̂ + uk,t

(t) ただしuk,t
(t) ⊥ k

uk,l
(t) : 縦波 : 振動数 ωk,l

= clk

uk,t
(t) : 横波 : 振動数 ωk,t

= ctk

２成分uk,t1
(t), uk,t2

(t)

k̂ : k方向の単位ベクトル

k

ukt1

ukt2

ukl
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0
0

横波

縦波

ω

k

ωk
l(k)=clk

ωk
t(k)=ctk

cl>ct 

k̂ · uk(t) = uk,l
(t)k̂ · k̂ + k̂ · uk,t

(t) = uk,l
(t)

uk,l
(t) = k̂uk(t)

uk,t
(t) = uk(t)− uk,l

(t)k̂

= uk(t)− (k̂ · uk(t))k̂

5.運動方程式

ük,l
(t) = −ω2

k,l
uk,l

(t)

ük,t
(t) = −ω2

k,t
uk,t

(t) ２成分

各モードが振動数ωk,l
、ωk,t

の調和振動子になって

いる。
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1.古典的取り扱い

自由度の数だけで決まる

振動モードの総数は3N

⇓

C = 3NkB: Dulong-Petitの法則

2.量子的取り扱い

全エネルギー

E =
∑
k,α

~ωk,α

(
nk,α

+
1

2

)
, α = l, t1, t2

nk,α
= 0, 1, 2...

ωk,l
:縦波の振動数

ωk,t1
= ωk,t2

= ωk,t
:横波の振動数

波数kの「フォノン(phonon)」がnk,α
個づつと考

える事ができる＝格子振動の量子化
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[熱力学的量]

1.内部エネルギー

U =
∑
k,α

~ωk,α

2
coth

β~ωk,α

2

=
∑
k,α

~ωk,α

 1

exp
(
β~ωk,α

)
− 1

+
1

2


~ωk,α

exp
(
β~ωk,α

)
− 1

+
~ωk,α

2

:波数k、αのモードのエネルギーの期待値
~ωk,α

2
:零点エネルギー

2.熱容量

C =
∂U

∂T
=
∑
k,α

~ωk,α

 ∂

∂T

1

exp
(
β~ωk,α

)
− 1


=
∑
k,α

(~ωk,α
)2

kBT 2

exp
(
β~ωk,α

)
(
exp
(
β~ωk,α

)
− 1
)2
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[
∑
k,α

f (ωk,α
)のタイプの和=>積分 ]

許されるkの値 kx =
2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
(nx, ny, nz :整数)

k : L→∞でほとんど連続的な変数になる

⇓

和を積分に直せる。

波数空間を微小体積d3kに分割

kx

ky

kz dky

dkx

dkz

k

波数空間
微小体積d3k

∑
k,α

f (ωk,α
) =

∑
α

∑
d3k

 ∑
k∈d3k

f (ωk,α
)


∑
d3k

: すべての微小体積についての和

∑
k∈d3k

: 微小体積の中のkについての和
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波数空間の微小体積d3k中の波数の状態をひとまとめ。

微小体積中ではf (ωk,α
)は一定と見なしてよい∑

k,α

f (ωk,α
)

=
∑
α

∑
d3k

f (ωk,α
)×微小体積d3k中の許されるkの数

波数空間の体積
(
2π

L

)3

あたり１つのkが許される

⇓

微小体積d3k中の許されるkの数：
d3k

(2π)3

L3

= L3 d3k

(2π)3

dkx

dky

2π
L

kx

ky
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∑
k,α

f (ωk,α
) =

∑
α

∑
d3k

f (ωk,α
)L3 d3k

(2π)3

∑
d3k

⇒
∫ 

= L3
∑
α

∫
d3k

(2π)3
f (ωk,α

)

= L3
∑
α

∫
4πk2dk

(2π)3
f (ωk,α

)

= L3

∫
4πω2dω

c3l (2π)
3
f (ω) (α = l縦波) ω = clk

+ 2L3

∫
4πω2dω

c3t (2π)
3
f (ω) (α = t1, t2横波) ω = ctk

= L3

∫
ω2

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
f (ω)dω

= L3

∫
D(ω)f (ω)dω

D(ω) =
ω2

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
≡ 3ω2

2π2c̄3

(
3

c̄3
=

(
1

c3l
+

2

c3t

))
単位体積あたりの状態密度
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[積分の上限・下限]

モードの総数＝自由度の総数＝3N個

3N =
∑
k,α

1 = L3

∫
D(ω)dω

•積分の下限：ω = 0⇔ k = 0⇔ λ =∞

いくらでも長い波長が可能

•積分の上限：ω =∞まで積分したら発散してしまう。

⇓

許される振動数には上限がある ωD ：デバイ振動数

3N = L3

∫ ωD

0

D(ω)dω

= L3

∫ ωD

0

dω
3ω2

2π2c̄3
= L3 3ω

3
D

6π2c̄3

ωD =

(
6π2N

V

)1
3

c̄ = c̄kD : kD :デバイ波数 ∼ 1/(格子間隔)

格子間隔より細かい波長は意味がない

ΘD = ωD/kB :デバイ温度 ∼ 102K∑
k,α

f (ωk,α
) = L3

∫ ωD

0

D(ω)f (ω)dω
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0
0

ωD

D(ω)

具体的な物質の状態密度は

•低振動数領域のω依存性の巾D(ω) ∝ ω2

•振動数に上限ωDがある

ことをのぞけば、全体的にはこの図とはかなり異なる

ものも多いが、熱容量の全体的な振る舞いはおおよそ

一致することが多い。種々の固体物理の教科書などを

見て見よ。
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[熱容量の計算]

C = L3

∫ ωD

0

dωD(ω)
(~ω)2

kBT 2

exp (β~ω)
(exp (β~ω)− 1)2

D(ω) =
3ω2

2π2c̄3
を代入 (L3 = V )

= V

∫ ωD

0

dω
3ω2

2π2c̄3
(~ω)2

kBT 2

exp (β~ω)
(exp (β~ω)− 1)2

= V

∫ ωD

0

dω
3~2ω4

2π2c̄3kBT 2

exp (β~ω)
(exp (β~ω)− 1)2

β~ω = xとおく (ω = x/β~, dω = dx/β~)

= V

∫ β~ωD

0

dx

β~
3~2

2π2c̄3kBT 2

(
x

β~

)4
ex

(ex − 1)2

= V
3~2

2π2c̄3kBT 2(~β)5

∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)2

= V
3k5BT

5

2π2~3c̄3kBT 2

∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)2

= V
3k4BT

3

2π2~3c̄3

∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)2

= V kB
3

2π2

(
kBT

~c̄

)3 ∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)2

ωD =

(
6π2N

V

)1
3

c̄ ⇒ 1

c̄3
=

(
6π2N

V

)
1

ω3
D
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= V kB
3

2π2

6π2N

V

(
kBT

~ωD

)3 ∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)2

= 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)2

1.高温極限(kBT ≫ ~ωD, β~ωD ≪ 1))

積分範囲ではx≪ 1

x4ex

(ex − 1)2
≃ x4

x2
= x2と近似してよい

C = 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ β~ωD

0

x2dx

= 9NkB

(
kBT

~ωD

)3
1

3
(β~ωD)

3

= 3NkB :古典的取り扱いと一致

高温ではエネルギー量子の大きさに比べて熱エネル

ギーの寄与kBTが大きい＝古典近似がよい

⇓

高温極限⇔古典極限
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2.低温極限(kBT ≪ ~ωD, β~ωD ≫ 1))

C ≃ 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ ∞
0

x4exdx

(ex − 1)2
∝ T 3

積分はただの数 (Riemannのζ関数で表せる)

= 9NkB

(
kBT

~ωD

)3

4!ζ(4) = 9NkB

(
kBT

~ωD

)3

4!
π4

90

= NkB

(
kBT

~ωD

)3
12π4

5

0 1 2 3
0

1

2

3

C/NkB

kBT/h/ ωD

Debye

Einstein

Riemannのζ関数

ζ(n) =
1

(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1

et − 1
dt,

=
1

n!

∫ ∞
0

tnet

(et − 1)2
dt

ζ(4) =
1

4!

∫ ∞
0

t4et

(et − 1)2
dt =

π4

90
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[物理的解釈]

• ~ω <∼kBTのモード=ほぼ古典的に扱ってよい

⇒等分配則が成り立つ

• ~ω >∼kBTのモード=ほぼ励起されない (確率∝ e
− ~ω

kBT )

~ω(= c̄k) < kBTのモードの数

||

波数k < kBT/c̄(≡ kT )のモードの数

∝ k3T(
2π
L

)3 ∝ k3T ∝ (kBT )
3

kx
ky

kz

kT

波数空間

体積∝kT
3

1モードあたりkBTずつのエネルギーが配分される

⇓
内部エネルギー：U ∝ (kBT )

3kBT ∝ T 4

熱容量：C ∝ T 3

もう少し丁寧にやればC ∝ NkB

(
kBT
~ωD

)3
までは出る

（係数までは正確には出ない）
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3.7 Riemannのζ-関数についてのまとめ

3.7.1 定義

ζ(z) =

∞∑
n=1

1

nz
(Rez > 1) (1)

3.7.2 積分表示

1.

ζ(z) =
1

Γ(z)

∫ ∞
0

tz−1

et − 1
dt (2)

=
1

Γ(z + 1)

∫ ∞
0

tzet

(et − 1)2
dt (3)
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証明） ∫ ∞
0

tz−1

et − 1
dx =

∫ ∞
0

tz−1e−t

1− e−t
dt

=

∞∑
n=0

∫ ∞
0

tz−1e−te−ntdt,

（被積分関数をテーラー展開）

=

∞∑
n=0

∫ ∞
0

tz−1e−(n+1)tdt

=

∞∑
n=0

1

(n + 1)z

∫ ∞
0

uz−1e−udu,

((n + 1)t = uとおいた）

=

∞∑
n=0

1

(n + 1)z
Γ(z) = Γ(z)

∞∑
n=1

1

nz
,

(3)は部分積分しΓ(z + 1) = zΓ(z)を使う。

2.

ζ(z) =
1

(1− 21−z)Γ(z)

∫ ∞
0

tz−1

et + 1
dt (4)

=
1

(1− 21−z)Γ(z + 1)

∫ ∞
0

tzet

(et + 1)2
dt

(5)
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証明）∫ ∞
0

tz−1

et + 1
dx =

∫ ∞
0

tz−1e−t

1 + e−t
dt

=

∞∑
n=0

∫ ∞
0

(−1)ntz−1e−te−ntdt,

（被積分関数をテーラー展開）

=

∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
Γ(z)

= (−
∞∑
n=1

1

(2n)z
+

∞∑
n=1

1

(2n− 1)z
)Γ(z),

= (−2
∞∑
n=1

1

(2n)z
+

∞∑
n=1

1

(2n)z

+

∞∑
n=1

1

(2n− 1)z
)Γ(z),

= (−2
∞∑
n=1

1

(2n)z
+

∞∑
n=1

1

nz
)Γ(z),

= (−21−z
∞∑
n=1

1

nz
+

∞∑
n=1

1

nz
)Γ(z)

= (1− 21−z)Γ(z)

∞∑
n=1

1

nz
,

(5)は部分積分しΓ(z + 1) = zΓ(z)を使う
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3.7.3 統計力学でよく使う表式

1. z = n（整数）の場合

ζ(n) =
1

(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1

et − 1
dt,

(例：n = 4空洞輻射の内部エネルギー、

3次元デバイモデルの低温での内部エネルギー）

=
1

n!

∫ ∞
0

tnet

(et − 1)2
dt,

(例：n = 4：空洞輻射の比熱、

3次元デバイモデルの低温比熱）

=
1

(1− 21−n)(n− 1)!

∫ ∞
0

tn−1

et + 1
dt

=
1

(1− 21−n)n!

∫ ∞
0

tnet

(et + 1)2
dt

(例：フェルミ気体の比熱など：n = 2）

証明：Γ(n) = (n− 1)!より明らか。
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2. z = n + 1/2（半奇数）の場合

ζ(n + 1/2) =
2n

(2n− 1)!!
√
π

∫ ∞
0

tn−1/2

et − 1
dt

=
2n+1

(2n + 1)!!
√
π

∫ ∞
0

tn+1/2et

(et − 1)2
dt,

(例：n = 3/2　 :３次元ボーズ気体の粒子数、

n = 5/2 :３次ボーズ気体の比熱）

=
1

(1− 21/2−n)

2n

(2n− 1)!!
√
π

∫ ∞
0

tn−1/2

et + 1
dt

=
1

(1− 21/2−n)

2n+1

(2n + 1)!!
√
π

∫ ∞
0

tn+1/2et

(et + 1)2
dt

次元や励起の分散関係が異なるとnの異なるζ関数

が出てくる。

証明は次のようにすればよい

(a) Γ(n + 1/2) = (2n− 1)!! · 2−nΓ(1/2)を示す。

(b) Γ(1/2) =
√
πを示す
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3.7.4 よく使う点での値

1.

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90

証明法

(a)まず

f (0) +

∞∑
n=1

(f (n) + f (−n)) = −π
∑
k

Akcotπαk

が成り立つことを示す。

ただし

• αk：f (z)の１位の極

• Ak：αkでのf (z)の留数

• f (z)：極αkをのぞいて解析的

• limz→∞ |zf (z)| → 0

とする

証明：cot zf (z)を複素平面の十分大きな半径の円

周上Cで積分すればよい。
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1 2−1−2 0

cot πzの極 f(z)の極

C

(b) f (z) =
1

z2 + a2
ととって、

∞∑
n=1

1

a2 + n2
を求める。

(c) a→ 0の極限をとることによりζ(2)を求める。

(d)同様にしてζ(4)を求めてみよ。
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2.他にも

ζ(3) ≃ 1.202

ζ(3/2) ≃ 2.612

ζ(5/2) ≃ 1.3415

などが必要になる = 解析的に値を求めることはで

きない。

⇓

数値計算が必要

考察すべき点

•どの公式を使うのが効率がいいか、

• zの値によって収束の速さはどう変わるか

•信頼性をチェックする工夫

など
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3.8 空洞輻射（黒体輻射）

真空中には何もないわけではない：電磁場が存在

真空中の電磁波の熱平衡状態＝空洞輻射（黒体輻射）

黒体：発光しない物体

||

すべての電磁波を吸収する物体

||

真空の箱

空洞＝黒体

歴史的背景: ドイツ鉄工業：溶鉱炉から出てくる光の

スペクトルから温度を知りたい
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[真空中の電磁波]

1. Maxwellの方程式

∂2E

∂t2
= c2∇2E, divE = 0

∂2H

∂t2
= c2∇2H , divH = 0

2.フーリエ展開

E(r, t) =
1√
V

∑
k

Ek(t)e
ikr

H(r, t) =
1√
V

∑
k

Hk(t)e
ikr

E(r, t),H(r, t) :実数 ⇔ E−k = E∗k,H−k = H∗
k

3.各モードの運動方程式

∂2Ek
∂t2

= −c2k2Ek, k ·Ek = 0

∂2Hk
∂t2

= −c2k2Hk, k ·Hk = 0

各モードは振動数ωk = ckの調和振動子
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4.周期的境界条件

E(x, y, z, t) = E(x + L, y, z, t) = E(x, y + L, z, t)

= E(x, y, z + L, t)

H(x, y, z, t) = H(x + L, y, z, t) = H(x, y + L, z, t)

= H(x, y, z + L, t)

各フーリエ成分がこれを満たすには

ei(kxx+kyy+kzz) = ei(kx(x+L)+kyy+kzz) = ei(kxx+ky(y+L)+kzz)

= ei(kxx+kyy+kz(z+L))

従って

eikxL = eikyL = eikyL = 1

kx =
2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
,

(nx, ny, nz :整数)

異なるnx, ny, nzは異なる自由度（モード）

k ·Ek = k ·Hk = 0⇒ 横波(⊥ k)しか存在しない
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5.全エネルギー

E =
∑
k,α

~ωk

(
nk,α

+
1

2

)
, ωk = ck, α = 1, 2(偏光)

波数k、偏光αの「光子(photon)」がnk,α
個

||

電磁場の量子化

モードの総数＝自由度の総数＝無限大

零点エネルギー：E0 =
∑
k,α

~ωk
2
→∞!

どうせ、零点エネルギーは観測にかからないので発

散してもかまわない

⇓

エネルギーの原点を零点エネルギーからはかること

にする：無限大の「繰り込み」

E =
∑
k,α

~ωknk,α
, ωk = ck, α = 1, 2(偏光)
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6.エネルギースペクトル

•プランクの輻射公式

[復習：調和振動子１個あたりの内部エネルギー]

u = ~ω
(

1

eβ~ω − 1
+
1

2

)
零点エネルギーを除くと

u =
~ω

eβ~ω − 1

– 波数k、偏光αのモードの内部エネルギーukα

ukα
=

~ωk,α

exp
(
β~ωk,α

)
− 1

– ω ∼ ω + dωの間の振動数のモードの数 :

D(ω)dω =
ω2

π2c3
dω（単位体積あたり）

[デバイモデルのと違い]

∗縦波はない(3 → 2)

∗ c =真空中の光速

– ω ∼ ω + dωの間の振動数のモードの内部エネ
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ルギー密度(単位体積あたり） :

u(ω)dω = D(ω)dω
~ω

exp (β~ω)− 1

=
~ω3

π2c3
1

exp (β~ω)− 1
dω

u(ω) =
~ω3

π2c3
1

exp (β~ω)− 1

Planckの輻射公式
•低振動数極限

u(ω)dω ≃ V
~ω3

π2c3
1

β~ω
dω = V kBT

ω2

π2c3
dω

Rayleigh-Jeansの輻射公式

⇕

古典電磁気学＋統計力学(~を含まない)

•高振動数極限

u(ω)dω ≃ V
~ω3

π2c3
exp (−β~ω) dω

Wienの輻射公式

⇕

Maxwell-Boltzmann分布で
mv2

2
→ ~ω (粒子的描像)
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0 10

u(ω)

h/ ω/kBT

Planck

Wien

Rayleigh−Jeans

u(ω) ∝黒体の表面から放射される電磁波のエネ

ルギースペクトル＝観測可能

u(ω) =
~ω3

π2c3
1

exp (β~ω)− 1
, x = β~ω =

~ω
kBT

=
~

π2c3
x3

β3~3
1

exp (x)− 1

=
(kBT )

3

π2c3~2
x3

exp (x)− 1

振動数をkBT/~で規格化すると温度によらず同

じ形の曲線になる（絶対値∝ T 3）

115



[波長での表示]

I(λ)dλ : λ ∼ λ + dλの波長の単位体積あたり内

部エネルギー密度

λ ∼ λ + dλ⇔ ω ∼ ω + dω

ω

c
=

2π

λ
,

dω

c
=

∣∣∣∣−2πλ2
dλ

∣∣∣∣ = 2π

λ2
dλ

I(λ)dλ = u(ω)dω

= V
~(2π)3

π2λ3

1

exp

(
2πcβ~

λ

)
− 1

2πc

λ2
dλ

= V
8πch

λ5

1

exp

(
cβh

λ

)
− 1

dλ

I(λ)dλ = V
8πch

λ5

1

exp

(
ch

λkBT

)
− 1

dλ

Planckの輻射公式
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•長波長極限

I(λ)dλ ≃ V
8πch

λ5

1

cβh

λ

dλ

= V
8πkBT

λ4
dλ

Rayleigh-Jeansの輻射公式

•短波長極限

I(λ)dλ ≃ V
8πch

λ5

1

exp

(
cβh

λ

)dλ
= V

8πch

λ5
exp

(
−cβh

λ

)
dλ

Wienの輻射公式

0 1 2

I(λ)

λkBT/hc 

Rayleigh−Jeans

Wien

Planck

波長をch/kBTで規格化すると温度によらず同じ

形の曲線になる（絶対値は変わる）
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•最大強度を与える波長

I(λ) = V
8πch

λ5

1

exp

(
cβh

λ

)
− 1

= V
8πch(kBT )

5

(ch)5
x5

1

expx− 1
, (x =

cβh

λ
)

0 =
∂I(λ)

∂λ
= V

8π(kBT )
5

(ch)4
∂x

∂λ

∂

∂x

{
x5

expx− 1

}
= −V 8π(kBT )

5

(ch)4
cβh

λ2

{
5x4

ex − 1
− x5ex

(ex − 1)2

}
ex − 1 =

x

5
ex

x = 5(1− e−x)⇒ x ≃ 4.9651

λmaxT =
hc

4.9651kB
= 2.984× 10−3m · K

Wienの変位則

温度の測定に使える

•熔鉱炉の中の温度

•星の表面温度

•宇宙背景輻射(T = 2.7K)：ビッグバンの名残

http://aether.lbl.gov/www/projects/cobe/CMB intensity.gif
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7.内部エネルギー密度

u = U/V =

∫ ∞
0

dωD(ω)~ω
{

1

exp (β~ω)− 1

}
=

∫ ∞
0

dω
~ω3

π2c3

{
1

exp (β~ω)− 1

}
dω, (β~ω = x)

=

∫ ∞
0

~x3

(β~)3π2c3
1

ex − 1
d
x

β~

=
(kBT )

4

~3π2c3

∫ ∞
0

x3

ex − 1
dx =

(kBT )
4

~3π2c3
3!ζ(4) =

(kBT )
4π4

15~3π2c3

=
π2k4B
15~3c3

T 4 =
4σ

c
T 4 = 7.56× 10−16T 4[J/m3] ∝ T 4

σ = 5.67× 10−8[J/m2s] : Stephan-Boltzmann定数

輻射のエネルギー密度 u

u =
4σ

c
T 4

Stephan-Boltzmannの法則
[次元解析]

自然単位(~ = c = 1)では

エネルギー∼ ~×角振動数∼ [T−1]

体積∼ 長さ 3 ∼ (時間×c)3 ∼ [T−3]

[U ] = [kBT ] = [T−1]

[u] = [U/V ] = [T−1T−3] = [T−4] = [(kBT )
4]
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温度以外に特徴的なエネルギーが存在しない
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[黒体の表面から放射されるエネルギー流]

黒体の表面の微小面積dSから単位時間に放射され

る波数ベクトルkの光が占める体積：dV = c cos θkdS

c

a
θ

k

ac cos θ

その中にあるエネルギーdU：

dU = 2×
~ωk

exp
(
β~ωk

)
− 1

c cos θkdS

L3
, ωk = ck

k ∼ k + dkの方向に放射されるエネルギー dj

dj = dU × L3 d3k

(2π)3

=
2~ωk

exp
(
β~ωk

)
− 1

c cos θkdS

L3
L3 d3k

(2π)3

=
2~ωkc cos θkdS
exp
(
β~ωk

)
− 1

d3k

(2π)3

121



単位表面積あたりにすると

dj

dS
=

2~ωkc cos θk
exp
(
β~ωk

)
− 1

d3k

(2π)3

これをすべての波数について積分(ωk = ck)

j =

∫ ∞
0

k2
dk

(2π)3

∫ 1

0

d cos θ

∫ 2π

0

dϕ
2~ckc cos θ

exp (β~ck)− 1

=

∫ ∞
0

k2
dk

(2π)3
1

2
2π

2~c2k
exp (β~ck)− 1

=

∫ ∞
0

k2
dk

4π2

~c2k
exp (β~ck)− 1

=

∫ ∞
0

ω2 dω

4π2c3
~cω

exp (β~ω)− 1

=
c

4

∫ ∞
0

D(ω)dω
~ω

exp (β~ω)− 1

=
cu

4
=

π2k4B
60~3c2

T 4 = σT 4 = 5.67× 10−8T 4[J/m2s]

黒体の単位表面積から単位時間あたり
放射されるエネルギー

j = = σT 4 = 5.67× 10−8T 4[J/m2s]
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8.自由エネルギーと圧力

F = −kBT lnZ 零点エネルギーを引く

= 2×

kBT∑
k

{
ln

(
2sinh

β~ωk
2

)}
−
∑
k

~ωk
2


= 2× kBT

∑
k

{
ln

(
2sinh

β~ωk
2

)
−

β~ωk
2

}

= V kBT

∫ ∞
0

dωD(ω)ln

[
2sinh

β~ω
2

exp

(
−β~ω

2

)]
= V kBT

∫ ∞
0

dωD(ω)ln [1− exp (−β~ω)]

p = −∂F
∂V

= −kBT
∫ ∞
0

dωD(ω)ln [1− exp (−β~ω)]

= −kBT
∫ ∞
0

dω
~ω2

π2c3
ln [1− exp (−β~ω)]

= kBT

∫ ∞
0

dω
~ω3

3π2c3
β~exp (−β~ω)
1− exp (−β~ω)

=

∫ ∞
0

dω
~2ω3

3π2c3
1

exp (β~ω)− 1
=

1

3
u

p =
1

3
u =

4σ

3c
T 4 輻射圧⇔光子気体の圧力
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[輻射圧の例]

•彗星の尾：太陽による輻射圧

•恒星を支える力 重力崩壊⇔有限の圧力

主系列星：4H → He 核融合反応

成分：
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– 原子核、He原子核、電子 ∼ 古典理想気体

ガス圧 : pg =
kBT

V
(NH +NHe +Ne),

Ne = NH + 2NHe電気的中性

=
kBT

V
(2NH + 3NHe)

NN :全核子数、X :水素状態の核子の割合

=
kBT

V
(2XNN + 3

(1−X)NN

4
)

=
(5X + 3)NNkBT

4V

=
3(5X + 3)MkBT

16πR3mN

=

(
R⊙
R

)3
M

M⊙

3(5X + 3)M⊙
16πR3

⊙mN
kBT

R⊙ :太陽の半径 = 7× 108[m]M⊙ :太陽の質量 = 2× 1030[kg]

∼ 3× 106(5X + 3)

(
R⊙
R

)3
M

M⊙
T [J/m3]

– 光子（電磁波） ⇒ 黒体輻射

輻射圧 : pr =
π2

45~3c3
(kBT )

4 = 2.52× 10−16T 4[J/m3]
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(a)M = M⊙、R = R⊙、X = 0.9、T = 1.4× 107[K]

pg ∼ 3× 106 × 7.5× 1.4× 107[J/m3]

∼ 3× 1014[Pa] = 3× 105[GPa]

pr = 2.52× 10−16 × (1.4× 107)4[Pa]

= 9.7× 1012[Pa] = 9.7× 103[GPa]≪ pg

(b)M = 10M⊙、R = 3.8R⊙、X = 0.9、T = 3.1 ×

107[K]

pg ∼
10

3.83
3× 106 × 7.5× 3.1× 107[J/m3]

∼ 1.2× 1014[Pa] = 1.2× 105[GPa]

pr = 2.52× 10−16 × (3.1× 107)4[Pa]

= 2.3× 1014[Pa] = 2.3× 105[GPa] ∼ pg
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4 揺らぎ

4.1 揺らぎと感受率

弱い外場Xに対する物理量Aの応答∝ X＝線形応答

⟨A⟩ = χX

χ : 感受率

系に、物理量Aに共役な外場Xをかけた時の線形応答

•外場のないときのハミルトニアン：H0

•外場を含めたハミルトニアン：H = H0 −XA,

([H0, A] = 0（同時対角化可能） とする)

H0 |i⟩ = Ei |i⟩ H0の固有値、固有状態

A |i⟩ = Ai |i⟩

H |i⟩ = (H0 −XA) |i⟩

= (Ei −XAi) |i⟩ Hの固有値、固有状態
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[Aの期待値]

⟨A⟩ =

∑
i

Aie
−β(Ei−XAi)

∑
i

e−β(Ei−XAi)

外場X が弱いとき

e−β(Ei−XAi) = e−βEieβXAi ≃ e−βEi(1 + βXAi)

≃

∑
i

Aie
−βEi(1 + βXAi)∑

i

e−βEi(1 + βXAi)

Z =
∑
i

e−βEi, 外場のない時(H0)の分配関数

⟨O⟩0 =
1

Z

∑
i

Oie
−βEi

外場のない時の物理量Oの期待値∑
i

Oie
−βEi = Z⟨O⟩0

⟨A⟩ =

∑
i

Aie
−βEi +Xβ

∑
i

A2
ie
−βEi

∑
i

e−βEi +Xβ
∑
i

Aie
−βEi

=
Z⟨A⟩0 + βXZ⟨A2⟩0

Z + βXZ⟨A⟩0

=
⟨A⟩0 + βX⟨A2⟩0
1 + βX⟨A⟩0

≃ (⟨A⟩0 + βX⟨A2⟩0)(1− βX⟨A⟩0)

≃ ⟨A⟩0 + βX(⟨A2⟩0 − ⟨A⟩20)

外力を加えたことによるAの期待値の変化

δ⟨A⟩ ≡ ⟨A⟩ − ⟨A⟩0 = βX(⟨A2⟩0 − ⟨A⟩20)
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感受率 : χ =
δ⟨A⟩
X

= β(⟨A2⟩0 − ⟨A⟩20)

⟨A2⟩0 − ⟨A⟩20 = ⟨(A− ⟨A⟩0)2⟩0 = kBTχ

外場がないときの物理量Aのゆらぎ ∝ 感受率

•揺らぎが感受率を決めている

•揺らぎの振幅が大きい ⇔ 外場に応答しやすい

揺動散逸定理、線形応答理論

•外場のない時の計算（易しい）で外場がちょっとか

かったときの値が分かる（有限の外場＝難しい）

•感受率の測定 ⇔ 揺らぎの測定。

相転移、臨界現象に伴う感受率の発散＝臨界揺動
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1.磁化の揺らぎ

常磁性体

H = H0 −XA, H0 = 0,

A = −gµB

∑
i

Sz
i , X = H

⟨M⟩0 = 0

⟨M 2⟩0 = (gµB)
2⟨

N∑
i=1

Sz
i

N∑
j=1

Sz
j ⟩0

= (gµB)
2

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨Sz
i S

z
j ⟩0

⟨Sz
i S

z
j ⟩0 = 0 (i ̸= j)

⟨Sz
i S

z
i ⟩0 = ⟨1

4
⟩0 =

1

4

= (gµB)
2

N∑
i=1

1

4
=

N(gµB)
2

4

χ =
⟨M 2⟩0
kBT

=
N(gµB)

2

4kBT
: Curieの法則
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2.エネルギーの揺らぎ

⟨E2
i ⟩ =

∑
i

E2
i e
−βEi

∑
i

e−βEi
= −

∂

∂β

∑
i

Eie
−βEi

∑
i

e−βEi

= − 1

Z

∂

∂β
(Z⟨Ei⟩)

= − 1

Z

(
⟨Ei⟩

∂Z

∂β
+ Z

∂⟨Ei⟩
∂β

)
= − 1

Z

(
−⟨Ei⟩⟨Ei⟩Z + Z

∂⟨Ei⟩
∂β

)
= ⟨Ei⟩2 −

∂⟨Ei⟩
∂β

⟨E2
i ⟩ − ⟨Ei⟩2 = −

∂⟨Ei⟩
∂β

= kBT
2∂⟨Ei⟩
∂T

= kBT
2C, C :熱容量

Z =
∑
i

e−βEi, ⟨Ei⟩ =
1

Z

∑
i

Eie
−βEi = − 1

Z

∂Z

∂β

C =
1

kBT 2
(⟨E2

i ⟩ − ⟨Ei⟩2)

比熱はエネルギーの揺らぎで与えられる。
シミュレーションでの比熱の評価などに有用
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4.2 ブラウン運動の理論 (Einstein 1905)

ブラウン粒子：セミマクロな大きさの粒子

例：水の中の花粉やコロイド粒子

ペランが観測したブラウン運動

ビデオ：http://openlob.fc2web.com/broun v.htm

•ミクロ：たくさんの水分子と衝突し、それらと熱平

衡状態にある

•マクロ：分子に比べ非常に大きい（顕微鏡で見える)

ミクロとマクロをつなぐ：元祖「ナノスケールの物理」
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ブラウン粒子

運動方程式　(Langevin equation)

M
d2X

dt2
+ γ

dX

dt
= ξ(t) ξ(t) :揺動力、random force

ξ(t): たくさんの分子による力の和⇒ガウス分布

[揺動力の期待値と相関]

⟨ξ(t)⟩ = 0

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = Iδ(t− t′)

•期待値は0

•異なる時刻で相関がない。(マルコフ的)

M
dV

dt
+ γV = ξ(t), V =

dX

dt
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[フーリエ変換]

V (t) =

∫ ∞
−∞

dω

2π
Vωe

iωt Vω =

∫ ∞
−∞

dtV (t)e−iωt

ξ(t) =

∫ ∞
−∞

dω

2π
ξωe

iωt ξω =

∫ ∞
−∞

dtξ(t)e−iωt

[フーリエ成分の期待値と相関]

⟨ξω⟩ =
∫ ∞
−∞

dt⟨ξ(t)⟩e−iωt = 0

⟨ξωξω′⟩ = ⟨
∫ ∞
−∞

dtξ(t)e−iωt ·
∫ ∞
−∞

dt′ξ(t′)e−iω
′t′⟩

=

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

dt′⟨ξ(t)ξ(t′)⟩e−i(ωt+ω′t′)

=

∫ ∞
−∞

dt

∫ ∞
−∞

dt′Iδ(t− t′)e−i(ωt+ω′t′)

=

∫ ∞
−∞

dtIe−i(ω+ω′)t) = 2πIδ(ω + ω′),

I :揺動力のスペクトル強度

•期待値は0

•異なる振動数の成分は相関がない。

•強度は振動数に依存しない(白色雑音)
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MiωVω + γVω = ξω ⇒ Vω =
ξω

iMω + γ

V (t) =

∫ ∞
−∞

dω

2π

ξω
iMω + γ

eiωt

[速度の期待値と速度相関関数]

⟨V (t)⟩ =
∫ ∞
−∞

dω

2π

⟨ξω⟩
iMω + γ

eiωt = 0

ϕ(t− t′) ≡ ⟨V (t)V (t′)⟩：速度相関関数

= ⟨
∫ ∞
−∞

dω

2π

ξω
iMω + γ

eiωt
∫ ∞
−∞

dω′

2π

ξω′

iMω′ + γ
eiω
′t′⟩

=

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫ ∞
−∞

dω′

2π

⟨ξωξω′⟩
(iMω + γ)(iMω′ + γ)

eiωteiω
′t′

=

∫ ∞
−∞

dω

2π

∫ ∞
−∞

dω′

2π

2πIδ(ω + ω′)

(iMω + γ)(iMω′ + γ)
eiωteiω

′t′

=

∫ ∞
−∞

dω

2π

I

(iMω + γ)(−iMω + γ)
eiω(t−t

′)

=

∫ ∞
−∞

dω

2π

I

M 2(ω − i γ
M )(ω + i γ

M )
eiω(t−t

′)

=
1

2π
2πi

I

M 2(2i γ
M )

e−
γ
M |t−t

′| =
I

2γM
e−

γ
M |t−t

′|

cf. 揺動力のない時の運動方程式

M
dV

dt
+ γV = 0

解：V (t) = V (0)e−
γ
M t
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V(t)

揺動力のない時の

速度の減衰

t

<V(t)V(t’)>

揺動力のもとでの時の

速度相関の減衰

|t−t’|

⟨V (t)2⟩ = I

2γM

⟨MV (t)2

2
⟩ = I

4γ
=

kBT

2
等分配則

I = 2γkBT

I : 揺動力の強さ γ :エネルギー散逸

第２種揺動散逸定理
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[ブラウン粒子の拡散]

∆X(t) = X(t)−X(0) =

∫ t

0

V (t)dt

⟨∆X(t)⟩ =
∫ t

0

⟨V (t)⟩dt = 0

⟨∆X(t)2⟩ =
∫ t

0

∫ t

0

⟨V (t1)V (t2)⟩dt1dt2

=

∫ t

0

∫ t

0

ϕ(t1 − t2)dt1dt2

ϕ(t1 − t2) = ⟨V (t1)V (t2)⟩ 速度相関関数

=

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2ϕ(t1 − t2) +

∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2ϕ(t2 − t1)

= 2

∫ t

0

dt1

∫ t

t1

dt2ϕ(t2 − t1) = 2

∫ t

0

dt1

∫ t−t1

0

dτϕ(τ )

t→∞で
∫ ∞
0

dτϕ(τ )は収束するとする

→ 2

∫ t

0

dt1

∫ ∞
0

dτϕ(τ ) = 2t

∫ ∞
0

dτϕ(τ )

lim
t→∞
⟨∆X(t)2⟩ = 2t

∫ ∞
0

dτϕ(τ ) = 2Dt

D =

∫ ∞
0

dτϕ(τ ) :拡散定数⇔速度相関関数の積分

速度相関関数が十分速く減衰するときブラウン粒子は

拡散的な運動をする
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cf. 拡散方程式

∂P (X, t)

∂t
= D

∂2P (X, t)

∂x2

P (X, t) =
1√
4πDt

exp

(
− X2

4Dt

)
⟨X2⟩ = 2Dt

P (X, t): 粒子が時刻tに位置Xにいる確率密度（濃度）

具体的な値

D =

∫ ∞
0

dτϕ(τ ) =

∫ ∞
0

dτ
I

2γM
e−

γ
M τ =

I

2γ2
=

kBT

γ

D =
kBT

γ
Einstein の関係式

•D ⇔ 速度相関関数＝速度の揺らぎ

• γ : エネルギー散逸

第１種揺動散逸定理

[Einsteinの関係=ミクロとマクロをつなぐ関係]

（セミ）マクロなブラウン粒子に対する測定からボル

ツマン定数（ミクロな量)の直接測定ができる。

R(気体定数)が分かっているとアボガドロ数を直接測

定することになる=原子論の直接証拠
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4.3 一般化されたエントロピー

「孤立系の熱平衡状態ではエントロピーが最大の巨

視的状態が実現する」

熱平衡でない状態との比較の必要

⇓

エントロピーの一般化

ミクロカノニカルアンサンブル

N個のコピー系N =
∑

i ni

1 1 1 1

2 2 2 2

n1個

n2個

3 3 3 3 n3個

状態 iの観測される確率Pi =
ni

N
アンサンブル全体の可能な状態数：Wens =

N !

n1!n2!n2!...
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１つの系あたりのエントロピー：

S =
1

N
kBlnWens =

1

N
kBln

N !

n1!n2!n2!...

=
1

N
kB

{
N lnN −N −

∑
i

(nilnni − ni)

}

=
1

N
kB

{
(
∑
i

ni)lnN −
∑
i

nilnni

}
= −kB

∑
i

ni

N
ln
ni

N
= −kB

∑
i

PilnPi

S = −kB
∑
i

PilnPi

一般化されたエントロピー
情報論的エントロピー
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[平衡状態の場合]

1.孤立系(ミクロカノニカルアンサンブル)

等重率の原理

エネルギーE =一定 : Pi =
1

W (E)

S = −kB
∑
i

PilnPi = −kB
∑
i

1

W (E)
lnW (E)

= −kBlnW (E) : Boltzmannの関係式

2.熱浴と接している系(カノニカルアンサンブル)

Pi =
1

Z
e−βEi

S = −kB
∑
i

PilnPi = −kB
∑
i

1

Z
e−βEiln

1

Z
e−βEi

= −kB
∑
i

1

Z
e−βEi(−βEi + βF )

= − 1

T
(U − F ) = S
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[エントロピーを最大にする分布＝熱平衡分布]

1.孤立系（エネルギーは一定)

Sを最大化 （拘束条件
∑

i Pi = 1)

Lagrangeの未定定数法

⇒ S − λkB(
∑

i Pi − 1)を最大化すればよい

∂

∂Pi

(
S − λkB(

∑
i

Pi − 1)

)

=
∂

∂Pi
(−kBPilnPi − λkBPi)

= −kB(lnPi − 1 + λ) = 0

Pi = exp (1− λ) ≡ p : iによらない

ミクロカノニカル分布＝エントロピーを最大
にする分布

142



2.熱浴と接して平衡にある系

Sを最大化 （拘束条件
∑

i Pi = 1,
∑

iEiPi = U)

⇒ S − λkB(
∑

i Pi − 1) − βkB(
∑

iEiPi − U)を最大

化すればよい

∂

∂Pi

(
S − λkB(

∑
i

Pi − 1)− βkB(
∑
i

EiPi − U)

)

=
∂

∂Pi
(−kBPilnPi − λkBPi − βkBEiPi)

= −kB(lnPi − 1)− kBλ− βkBEi = 0

Pi = exp

(
1− λ

kB

)
e−βEi ∝ e−βEi : カノニカル分布

β =
1

kBT

実際に最大化したものはS − U

T
= −F

T
に相当

カノニカル分布＝自由エネルギーを最小にす
る分布
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4.4 マスター方程式

•状態 |i⟩から |j⟩に単位時間に遷移する確率：W (i→

j)

•時刻 tに状態 |i⟩にいる確率：Pi

∂Pi

∂t
=
∑
j

[W (j → i)Pj −W (i→ j)Pi]

マスター方程式　現象論的方程式

注意 :

1) この方程式自体時間反転対称性を破っている：ミク

ロからこれを導くのは非平衡統計力学の課題

2) 厳密に状態 |i⟩が系のハミルトニアンの固有状態な

ら遷移は起きない

遷移の原因

1.現実の系には巨視的な性質には重要な寄与をしない

が、状態間の遷移は引き起こすような相互作用が存

在。- Stray interaction

2.外界との相互作用
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[W (i→ j)の形]

熱平衡分布Peqを保証するものでなくてはならない

0 =
∑
j

[W (j → i)Peq(j)−W (i→ j)Peq(i)]

すべての状態について、

W (j → i)Peq(j) = W (i→ j)Peq(i)

であればPeqが平衡分布の条件を満たす（十分条件)

詳細釣り合いの原理（仮定)

1.孤立系

Ei = Ej ⇒ Peq = const.（ミクロカノニカル分布)

W (j → i) = W (i→ j) = Wij :対称行列

2.熱浴と相互作用している系

Peq(i) ∝ e−βEi（カノニカル分布)

W (j → i)e−βEj = W (i→ j)e−βEi = Wij :対称行列

エントロピーの時間変化
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孤立系の場合

∂S

∂t
= −kB

∑
i

∂

∂t
PilnPi = −kB

∑
i

∂Pi

∂t
(lnPi + 1)

= −kB
∑
i

∑
j

[W (j → i)Pj −W (i→ j)Pi] (lnPi + 1)

= −kB
∑
i

∑
j

[WjiPj −WijPi] (lnPi + 1)

= −kB
∑
i

∑
j

Wji(Pj − Pi)(lnPi + 1)

= −kB
2

∑
i

∑
j

Wji(Pj − Pi)(lnPi + 1)

+Wij(Pi − Pj)(lnPj + 1)

= −kB
2

∑
i

∑
j

Wji(Pj − Pi)(lnPi − lnPj)

Pi > Pj ⇒ lnPi > lnPj ⇒ (Pj − Pi)(lnPi − lnPj) < 0

Pi < Pj ⇒ lnPi < lnPj ⇒ (Pj − Pi)(lnPi − lnPj) < 0

∂S

∂t
> 0

孤立系ではエントロピーは増大

同様な方法でカノニカルアンサンブルでは
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∂F

∂t
< 0

熱浴と接した系では自由エネルギーが減少
が示せる（演習問題)

5 密度行列による統計力学の記述

5.1 密度行列

•全系（全宇宙）の量子力学的状態：|Φ⟩　一つの状態

•着目する系の状態空間Sの正規直交系：{|i⟩}

•着目する系以外（熱浴）の状態空間Bの正規直交系：

{|α⟩}

• |Φ⟩を全系の状態空間（SとBの直積空間）の正規

直交系{|i⟩ |α⟩}で展開

|Φ⟩ =
∑
i,α

Ci,α |i⟩ |α⟩
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熱浴 系

|Φ>

{|i>}
{|α>}

B
S

全系　S×B

系の物理量Aの期待値

⟨A⟩ = ⟨Φ|A |Φ⟩ =
∑
i,α

∑
j,β

C∗i,αCj,β ⟨i| ⟨α|A |β⟩ |j⟩

=
∑
i,α

∑
j,β

C∗i,αCj,β ⟨i|A |j⟩ ⟨α| |β⟩

=
∑
i,α

∑
j,β

C∗i,αCj,β ⟨i|A |j⟩ δαβ

=
∑
i

∑
j

∑
α

C∗i,αCj,α ⟨i|A |j⟩
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∑
α

C∗i,αCj,α = ⟨j| ρ |i⟩とおく

⟨A⟩ =
∑
i

∑
j

⟨j| ρ |i⟩ ⟨i|A |j⟩

=
∑
j

⟨j| ρA |j⟩ = TrρA

演算子ρを「密度行列(density matrix)」と呼ぶ

ρ =
∑
j

|j⟩ ⟨j| ρ
∑
i

|i⟩ ⟨i|

=
∑
i,j

|j⟩ ⟨j| ρ |i⟩ ⟨i|

[物理的意味]

• ρを対角化する正規直交系{|l⟩}による表示

ρ |l⟩ = pl |l⟩ ⟨m| ρ |l⟩ = plδml

ρ =
∑
l,m

|m⟩ ⟨m| ρ |l⟩ ⟨l| =
∑
l

pl |l⟩ ⟨l|

⟨A⟩ =
∑
l

∑
m

⟨m| ρ |l⟩ ⟨l|A |m⟩

=
∑
l

∑
m

plδml ⟨m|A |m⟩ =
∑
l

pl ⟨l|A |l⟩

– ⟨l|A |l⟩ : 状態 |l⟩でのAの量子力学的期待値

– pl : 状態 |l⟩にある統計力学的確率
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• Aを対角化する正規直交系{|µ⟩}による表示

A |µ⟩ = Aµ |µ⟩ :　固有値 ⟨µ|A |ν⟩ = Aµδµν

⟨A⟩ =
∑
l

pl ⟨l|A |l⟩ =
∑
l,µ,ν

pl ⟨l| µ⟩ ⟨µ|A |ν⟩ ⟨ν| l⟩

=
∑
l,µ

pl ⟨l| µ⟩Aµ ⟨µ| l⟩ =
∑
l,µ

pl | ⟨l| µ⟩ |2 Aµ

– Aµ : 状態 |µ⟩での物理量Aの固有値(値は確定)

– pl : 状態 |l⟩にある統計力学的確率

– | ⟨l| µ⟩ |2 : 状態 |l⟩にあるときにAの値がAµに確

定する（状態 |µ⟩に観測される）量子力学的確率

密度行列は統計力学的確率と量子力学的確率をひと

まとめに表現している。
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[状態の分類]

密度行列を対角化する表示で見たとき

1.純粋状態：ある特定の量子状態|l0⟩に確実にいる状態

pl =

{
1 l = l0
0 l ̸= l0

2.混合状態：いろいろな量子状態 |l⟩に統計力学的確率

0 < pl < 1で分布

一般の表示では

⟨i| ρ |j⟩ =
∑
l,m

⟨i| l⟩ ⟨l| ρ |m⟩ ⟨m| j⟩

=
∑
l,m

⟨i| l⟩ plδlm ⟨m| j⟩

=
∑
l

⟨i| l⟩ pl ⟨l| j⟩

5.2 密度行列の例

5.2.1 スピンS = 1/2の粒子の状態

1. |↑⟩に確実にいる状態
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純粋状態
状態 確率p

|↑⟩ 1

|↓⟩ 0

{|↑⟩ |↓⟩}を基底とする表示で密度行列は対角的

この表示での密度行列

|↑⟩ |↓⟩

ρ =

(
1 0

0 0

)
|↑⟩
|↓⟩

2. |↓⟩に確実にいる状態

純粋状態
状態 確率p

|↑⟩ 0

|↓⟩ 1

|↑⟩ |↓⟩

ρ =

(
0 0

0 1

)
|↑⟩
|↓⟩
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3. |↑⟩と |↓⟩に 1
2づつの確率でいる状態

混合状態
状態 確率p

|↑⟩ 1
2

|↓⟩ 1
2

{|↑⟩ |↓⟩}を基底とする表示で密度行列は対角的

この表示での密度行列

|↑⟩ |↓⟩

ρ =

(
1
2 0

0 1
2

)
|↑⟩
|↓⟩

4.
1√
2
(|↑⟩ + |↓⟩)に確実にいる状態

純粋状態

状態 量子力学的確率
|↑⟩ 1

2

|↓⟩ 1
2

|+⟩ = 1√
2
(|↑⟩ + |↓⟩)と直交する状態

|−⟩ = 1√
2
(|↑⟩ − |↓⟩)には確実にいない
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⇒ 正規直交系:{|+⟩ |−⟩}で考える

状態 確率p

|+⟩ 1

|−⟩ 0

• {|+⟩ |−⟩}を基底とする表示での密度行列

対角的

|+⟩ |−⟩

ρ =

(
1 0

0 0

)
|+⟩
|−⟩

⟨+| ρ |+⟩ = 1 ⟨+| ρ |−⟩ = 0

⟨−| ρ |+⟩ = 0 ⟨−| ρ |−⟩ = 0

• {|↑⟩ |↓⟩}を基底とする表示

⟨↑| ρ |↑⟩ =
∑
σ=±

∑
σ′=±

⟨↑| σ⟩ ⟨σ| ρ |σ′⟩ ⟨σ′| ↑⟩

= ⟨↑| +⟩ ⟨+| ↑⟩ = 1√
2

1√
2
=

1

2

⟨↑| ρ |↓⟩ = ⟨↑| +⟩ ⟨+| ↓⟩ = 1√
2

1√
2
=

1

2
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この表示での密度行列

|↑⟩ |↓⟩

ρ =

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
|↑⟩
|↓⟩

非対角成分がある⇒これをなくすように対角化

する表示が{|+⟩ |−⟩}

確認

ρの固有値をpとおく

0 = det(ρ− pI) = det

(
1
2 − p 1

2
1
2

1
2 − p

)

=

(
1

2
− p

)2

− 1

4
p =

1

2
± 1

2
= 1, 0

(a) p = 1に対する固有状態

u |↑⟩ + v |↓⟩ ⇔

(
u

v

)

(ρ− pI)

(
u

v

)
=

(
1
2 − 1 1

2
1
2

1
2 − 1

)(
u

v

)
= 0

u− v = 0

u2 + v2 = 1 (規格化)→ u = v =
1√
2
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固有状態
1√
2
(|↑⟩ + |↓⟩) = |+⟩にある確率：p = 1

(b) p = 0に対する固有状態

(ρ− pI)

(
u

v

)
=

(
1
2 − 0 1

2
1
2

1
2 − 0

)(
u

v

)
= 0

u + v = 0→ u = −v =
1√
2

固有状態
1√
2
(|↑⟩ − |↓⟩) = |−⟩ にある確率：p = 0

•密度行列が対角的になる基底を取れば、

– １成分のみ⟨i| ρ |i⟩ = 1

– それ以外はすべて0

にできるとき、系は確実に状態 |i⟩にある：純粋状態

•どう基底をとってもそうならないとき：混合状態

•純粋状態は現実には実現できない。実際に観測でき

るのは常に混合状態。

•密度行列の概念は狭い意味での統計力学だけでなく

– 粒子ビームの偏極度⇒原子核構造、物質の磁気

的性質の実験研究
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– 磁気共鳴：物質の局所的情報

– 電磁波の偏光度⇒物質の光学的性質の実験研究

– レーザー：原子系・光子系のダイナミックス

などの記述にも重要
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5.3 密度行列の従う運動方程式

密度行列は一般に時間に依存する

ρ =
∑
l

pl |l(t)⟩ ⟨l(t)|

(plは一定とする。状態間の遷移を無視。)

∂ρ

∂t
=
∑
l

pl

(
˙|l⟩ ⟨l| + |l⟩ ˙⟨l|

)
i~

∂

∂t
|l⟩ = H |l⟩ , −i~ ∂

∂t
⟨l| = ⟨l|H Schrödinger方程式

=
∑
l

pl

(
H

i~
|l⟩ ⟨l| + |l⟩ ⟨l| H

(−i~)

)
=

H

i~
∑
l

pl |l⟩ ⟨l| +
∑
l

pl |l⟩ ⟨l|
H

(−i~)

=
1

i~
(Hρ− ρH) =

1

i~
[H, ρ]

∂ρ

∂t
=

1

i~
[H, ρ] 量子Liouville方程式

cf. 物理量に対するHeisenbergの運動方程式
∂A

∂t
=

1

i~
[A,H ]　符号が逆！
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[熱平衡状態での密度行列ρeq]

∂ρeq
∂t

= 0⇒ [H, ρeq] = 0

Hとρeqは同時対角化可能。

ハミルトニアンの固有状態（正規直交系){|i⟩}でρeqも

対角的 ⟨i| ρeq |j⟩ = piδij

⇓
•熱平衡状態ではまずハミルトニアンの固有状態を考
え、それらの状態に適当な確率で統計的に分布する
と考えることが正当化される。

•一般の非平衡状態では
ハミルトニアンの固有状態 ̸=密度行列の固有状態
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5.4 カノニカル分布の密度行列

{|l⟩}: ハミルトニアンの固有状態

H |l⟩ = El |l⟩ , pl =
e−βEl

Z

Z =
∑
l

e−βEl =
∑
l

⟨l| e−βEl |l⟩

=
∑
l

⟨l| e−βH |l⟩ = Tre−βH

ρ =
∑
l

e−βEl

Z
|l⟩ ⟨l| =

∑
l

e−βH

Z
|l⟩ ⟨l|

=
e−βH

Z

∑
l

|l⟩ ⟨l| = e−βH

Z

カノニカル分布の密度行列：ρ =
e−βH

Z
カノニカル分布の分配関数：Z = Tre−βH

カノニカル分布での期待値：< A >=
1

Z
TrAe−βH

密度行列を使って書いておくと一般論を展開しやすい。

摂動論、線形応答の一般論
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[様々な表示]

１粒子の密度行列

1.座標表示

ρ(x,x′) = ⟨x| ρ |x′⟩

=
1

Z

∑
n

∑
n′

⟨x| ϕn⟩ ⟨ϕn| e−βH |ϕn′⟩ ⟨ϕn′| x′⟩

=
1

Z

∑
n

∑
n′

⟨x| ϕn⟩ ⟨ϕn| e−βEn′ |ϕn′⟩ ⟨ϕn′| x′⟩

=
1

Z

∑
n

∑
n′

⟨x| ϕn⟩ e−βEn′ ⟨ϕn| ϕn′⟩ ⟨ϕn′| x′⟩

=
1

Z

∑
n

∑
n′

⟨x| ϕn⟩ e−βEn′δn,n′ ⟨ϕn′| x′⟩

=
1

Z

∑
n

⟨x| ϕn⟩ e−βEn ⟨ϕn| x′⟩

=
1

Z

∑
n

e−βEnϕn(x)ϕ
∗
n(x

′), ϕn(x) ≡ ⟨x| ϕn⟩

2.運動量表示

ρ(p,p′) =
1

Z

∑
n

e−βEnϕn(p)ϕ
∗
n(p

′), ϕn(p) ≡ ⟨p| ϕn⟩
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3.座標表示と運動量表示の関係

ϕn(x) = ⟨x| ϕn⟩ =
∫ ∞
−∞

d3p

(2π~)3
⟨x| p⟩ ⟨p| ϕn⟩

=

∫ ∞
−∞

d3p

(2π~)3
eipx/~ ⟨p| ϕn⟩

=

∫ ∞
−∞

d3p

(2π~)3
eipx/~ϕn(p)

ϕn(p) =

∫ ∞
−∞

d3xe−ipx/~ϕn(x)

ρ(x,x′) = ⟨x| ρ |x′⟩ =
∑
n

e−βEn

Z
ϕn(x)ϕ

∗
n(x

′)

=
∑
n

e−βEn

Z

∫ ∞
−∞

dp

(2π~)3
eipx/~ϕn(p)

×
∫ ∞
−∞

dp′

(2π~)3
e−ip

′x/~ϕn(p
′)

=

∫ ∞
−∞

dp

(2π~)3

∫ ∞
−∞

dp′

(2π~)3
ei(p − p′)x/~

×
∑
n

e−βEn

Z
ϕn(p)ϕn(p

′)

=

∫ ∞
−∞

dp

(2π~)3

∫ ∞
−∞

dp′

(2π~)3
ρ(p,p′)ei(px−p

′x′
)/~
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ρ(p,p′) =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dx′ρ(x,x′)ei(p
′x′−px)/~
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[自由粒子の場合]

(a)座標表示

ϕn(x) =
1√
L3

eipnx/~, En =
pn

2

2m

pn =

(
2π~nx

L
,
2π~ny

L
,
2π~nz

L

)
,周期境界条件

ρ(x,x′) =
1

Z

∑
n

exp

(
−βp

2
n

2m

)
1

L3
eipnx/~e−ipnx

′
/~

=
1

Z
L3

∫ ∞
−∞

d3p

(2π~)3
1

L3
exp

(
−βp

2

2m

)
eip(x − x′

)/~

=
1

Z

∫ ∞
−∞

d3p

(2π~)3
exp

(
−βp

2

2m

)
eip(x − x′

)/~

[積分公式]∫ ∞
−∞

e−ap
2−ipxdp =

√
π

a
exp

(
−x

2

4a

)

ρ(x,x′) =
1

Z

1

(2π~)3

(√
2m

β~2

)3

exp

(
−m(x − x′)2

2β

)
Z =

L3

(2π~)3

(√
2m

β

)3

ρ(x,x′) =
1

L3
exp

(
−m(x − x′)2

2β~2

)
座標表示では対角的でない：⇔ [H,x] ̸= 0
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(b)運動量表示

ϕn(p) =

∫ ∞
−∞

d3xe−ipx/~ϕn(x)

=

∫ ∞
−∞

d3xe−ipx/~ 1√
L3

eipnx/~

=
1√
L3

∫ ∞
−∞

d3xei(pn − p)x/~

=
~3√
L3

∫ ∞
−∞

d3
(x
~

)
ei(pn − p)x/~

=
(2π~)3√

L3
δ(p− pn),

(∫ ∞
−∞

dxeixp = 2πδ(x)

)

ρ(p,p′) =
1

Z

∑
n

e−βEnϕn(p)ϕ
∗
n(p

′)

=
1

Z

∑
n

e−βEn
(2π~)3√

L3
δ(p− pn)

(2π~)3√
L3

δ(p′ − pn)

=
1

Z
L3

∫ ∞
−∞

d3p′′

(2π~)3
exp

(
−βp

′′2

2m

)

× (2π~)6

L3
δ(p− p′′)δ(p′ − p′′)

=
1

Z
exp

(
−βp

2

2m

)
(2π~)3δ(p− p′)

運動量表示では対角的：⇔ [H,p] = 0
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(c)密度行列のWigner表示

ρW (x,p) =

∫ ∞
−∞

dyρ(x + y/2,x − y/2)e−ipy

物理量Aの期待値は

< A >=
1

(2π~)3

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dpρW (x,p)AW (x,p)

AW (x,p) =

∫ ∞
−∞

dyA(x + y/2,x − y/2)e−ipy

は物理量AのWigner表示。

A(x,x′) =< x | A | x′ >

(x,p) : 古典極限(~→ 0)で位相空間に対応

ρW (x,p)→ 位相空間での分布関数

量子古典対応の研究に便利

メゾスコピック物理、量子カオス
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