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本稿は埼玉大学物理学科３年次生向け「統計力学 I」「統計力学 II」の参考資

料である。現時点では未完であり、説明には不備な点が多く、計算ミスも多い

と思われる。それにもかかわらず公開するのは、受講生を含む皆様からの指摘

により改良し、最終的には刊行に耐える形に完成させたいからである。また、

少し虫のいい言い方かもしれないが、本稿の欠点を指摘する過程で学生諸君の

統計力学に対する理解が深まることも願っている。もちろん、統計力学の教育・

研究の経験豊かな研究者や教員の方々からもご意見を賜れればありがたい。
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第1章 平衡統計力学の基礎付け

1.1 統計力学の考え方

１個の質量mの質点の問題を考えてみよう。古典力学では、時刻 tにおける

この質点の位置 r(t)と運動量 p(t)は力を F としてニュートンの運動方程式

dp

dt
= F (1.1)

dr

dt
=

p

m
(1.2)

に従う。また、量子力学では質点の波動関数Φ(r, t)は、V (r)を力 F のポテン

シャルとすれば、シュレーディンガー方程式[
−~2∇2

2m
+ V (r)

]
Φ(r, t) = i

∂

∂t
Φ(r, t) (1.3)

に従う。これらの方程式を解くことにより、任意の時刻における質点の状態（古

典力学なら位置と運動量、量子力学なら波動関数）を求めることができる。も

ちろん、具体的な解を数式で求めることができる場合は限られているが、たと

えばコンピューターを使って数値積分をすれば任意の時刻の系の状態を予言す

ることは可能だろう。

これが２個、３個の質点の問題になってくると解を得るための計算はどんど

ん大変になってゆくが、現代のコンピューターをもってすればある程度の数の

粒子の問題を解くことは不可能ではない。しかし、我々の身の回りにある物質

は１モルあたりアボガドロ数 (≃ 6× 1023)もの多くの原子を含んでいる。たと

えば、これらの原子の位置と運動量をコンピュータに記憶させようとしたらど

れだけの記憶容量が必要だろうか。１つの実数はコンピュータの中で 8B(バイ
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ト)を使って表されるのが普通であることを考えると約 3 × 1013TBを必要と

することはすぐわかる1。現在、パソコンのハードディスクの容量が非常に大

きくなったといってもせいぜい数テラバイトバイト程度だろう。京スーパーコ

ンピューターは 106TBほどのディスクを持っている。しかし、これを全部使っ

ても、ある時刻における１モルの気体の原子の位置と運動量をすべて記憶させ

ることすら、全くおよびもつかない。ましてや、その運動を時間的に追いかけ

ることなどもってのほかである。

そうすると、われわれは１モルの気体の性質を物理学によって予言すること

はあきらめなくてはならないのだろうか。ここでもう一度問題を考え直してみ

よう。「１モルの気体の性質」とは何だろうか。我々が知りたいのは、一つ一つ

の原子の位置や運動量だろうか。そんなものはもし得られたとしてもスーパー

コンピューターの記憶装置にもとうてい入りきらない数字の集まりでしかない。

そんなものを見せられても、我々は膨大な数の数字を前に呆然とするだけで、

気体の性質は何も分らない。それでも気を取り直して、たとえばそのデータを

元に気体の圧力や体積、温度など、我々が測定できる巨視的な物理量を計算し

てみれば、そこではじめてその気体の性質が分かったと考えられるだろう2。つ

まり、こういった巨視的な物理量が本当に我々の知りたい「１モルの気体の性

質」である。それなら、いちいち膨大な位置と運動量のデータを出さなくても、

直接、巨視的な物理量が計算できればそれに越したことはない。それを可能に

するのが統計的な考え方であり、そのような考え方に基づいて物理的な系の巨

視的な物理量を計算する処方箋を与えるのが統計力学である。

我々は経験的に、多数の試行を繰り返せば平均値としては確率から期待され

る通りの値が得られることを知っている。これは、何度も試行を繰り返さなく

ても同時に多くの試行を行っても同じである。たとえば、いくつかのサイコロ

を投げたときに出る目の期待値を考えよう。サイコロが１個の場合、出る目は

１から６まで同じ確率で出るので、期待値は

1× 1

6
+ 2× 1

6
+ 3× 1

6
+ 4× 1

6
+ 5× 1

6
+ 6× 1

6
=

7

2
(1.4)

11TB(テラバイト)=1012B
2実際、計算機シミュレーションでは 1023 個とまではいかないが、できるだけ多くの粒子数を

取ってそういうことをやっている。
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である。しかし、実際に投げたとき 7/2に近い値（3または 4)が特に高い確率

で出るわけではなく、どの目が出る確率も同じである。しかし、一度に投げるサ

イコロの数を増やしたらどうだろうか。N 個のサイコロの目を {xi, i = 1, .., N}
とするとき、サイコロの目の総和の期待値は

x =
N∑
i=1

xi (1.5)

の期待値である。xi の期待値 ⟨xi⟩はすぐ前に考えたように
7

2
だから

⟨x⟩ =
N∑
i=1

⟨xi⟩ =
N∑
i=1

7

2
= N

7

2
(1.6)

であり、いくつサイコロを投げてもサイコロ１個あたりにすれば同じ
7

2
であ

る。しかし、このとき、xがその期待値
7N

2
に近い値をとる確率を考えてみ

よう。たとえば N = 2の場合なら、ちょうど x = 7になる場合は (x1, x2) =

(1, 6) = (2, 5) = (3, 4) = (4, 3) = (5, 2) = (6, 1)の６通りである。一つの組み

合わせあたりの確率は 1/6× 1/6 = 1/36なので、x = 7となる確率は 1/6であ

る。これに対し、期待値から大きくはずれた値、たとえば x = 3となる場合は

(x1, x2) = (1, 2) = (2, 1)の二通りしかないので、確率は 1/18であり x = 7と

なる確率よりも小さい。このように投げるサイコロの数を増やしてゆくと、目

の総和がその期待値に近い値をとる確率が期待値から離れた値をとる確率より

も大きくなって行く。このことは、日常経験的にもほとんど無意識のうちに認

識していることであり、「期待値」という言葉自体そのことを表している。

物理学が対象にするような系を考えるとき、この xに相当するのが、巨視的

な量である。このような量は一般に xi に相当する微視的な量の系全体に渡っ

ての総和として与えられる。従って、巨視的な量が期待値からはずれた値をと

る場合の数は極めて小さい。このため、巨視的な量については、実質的には確

率的に計算した期待値がそのまま実際の観測で観測される量と考えてよい。こ

れが「統計力学」が「統計」力学でありながら、古典力学や量子力学と同じよ

うに完全な予言能力を持っている理由である。
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さて、ここまで来て何となく釈然としない印象を持つ読者も多いだろう。こ

れだけの説明では、本来、決定論的な法則（ニュートンの運動法則やシュレー

ディンガー方程式）に従って運動しているはずの微視的な原子や分子のとる状

態を確率的に決めてしまっていいのはなぜか、また、よしんばそれがいいとし

てもどうやってその確率を決めたらいいか、さらに、期待値近傍の値をとる確

率が大きいと言っても、そこからはずれた値が実現してしまう確率はそれに比

べてどの程度小さいのかといったことも気になるだろう。これから、そういっ

た疑問に対し順々に答えていくことにしたい。

このようにして構成された熱平衡系の統計力学は、熱に対する現象論として

極めて高い完成度を持つ熱平衡系の熱力学を完全に再現する。また、これを様々

な物質のモデルに適用することにより、それらの性質を説明することに成功し

ている。このことは、本書に述べる統計力学の方法の正当性を保証している。

なお、本書では上に述べたような意味で確立している熱平衡状態の統計力学

（平衡統計力学）に話を限る。熱平衡状態からはずれた系の統計力学（非平衡

統計力学）は平衡統計力学に比べるとまだ遙かに未完成の分野であり、現在も

活発な研究が続いている。従って、以下では特に断らない限り、「統計力学」と

いえば「平衡統計力学」を指すことにする。

1.2 大数の法則

確率変数X が次のように N 個の確率変数 {Xi}の和として書けるとする。

X =

N∑
i=1

Xi, (1.7)

ただし、簡単のため Xi はすべて独立とし、Xi の期待値m0 = ⟨Xi⟩および分
散 σ2

0 =
⟨
(Xi −m0)

2
⟩
は iによらないとする。するとX の期待値mは

m = ⟨X⟩ =
N∑
i=1

m0 = Nm0, (1.8)
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で与えられる。また、X の分散 σ2 は次のように計算される。

σ2 =
⟨
(X −Nm0)

2
⟩
=

⟨(
N∑
i=1

(Xi −m0)

)2⟩

=

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨(Xi −m0)(Xj −m0)⟩ , (1.9)

ここで、i ̸= j についてはXiXj が互いに独立なので別々に期待値を計算でき

⟨(Xi −m0)(Xj −m0)⟩ = ⟨(Xi −m0)⟩ ⟨(Xj −m0)⟩ = 0 (1.10)

となることに注意すると

σ2 =
⟨
(X −Nm)2

⟩
=

N∑
i=1

⟨
(Xi −m)2

⟩
= Nσ2

0 , (1.11)

が得られる。この結果は何を意味しているだろうか。X の期待値は N に比例

する。これに対し、X の分散の平方根すなわち標準偏差 σは
√
N に比例する。

ここで、標準偏差とは、期待値の周りでの分布の広がりを表していることを思

い出してほしい。N は非常に大きいので
√
N ≪ N である事に注意すると、X

の分布の広がりは期待値自体に比べて非常に小さく、期待値の 1/
√
N 程度しか

ないことがわかる。もしN がアボガドロ数 ∼ 6× 1023 くらいなら、分布の広

がりは期待値の 1/1012くらいしかないということである3。これは、きわめて

シャープな分布である。このように、たくさんの独立な確率変数の和として表

される確率変数の分布は N が大きくなるほどシャープになり、その分布の幅

は
√
N 程度になる。これを「大数の法則」という。

Xi の間に相関がある場合、この証明はそのままでは成り立たないが、物理

的にはもっともな条件を多少つければほぼ同様なことが示せる。

i ̸= j について

⟨(Xi −m0)(Xj −m0)⟩ ≡ ϕi,j (1.12)

3100m の長さの物を 1 Å の精度で作ることを考えてほしい
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とおこう、すると

σ2 = Nσ2
0 +

N∑
i=1

N∑
j=1

ϕi,j , (1.13)

ここで、すべての iに対し、|
∑N

j=1 ϕi,j | < CNα と仮定しよう。ここで C は

N によらない有限の正の数であり、α < 1とする。これは、それぞれの自由度

は、他の自由度と相関があるにせよ、そのすべてと同じくらい相関があるわけ

でない（もし、すべての自由度と同程度に相関があればこの和は N に比例す

る。）事を意味している。すると

σ <
√
Nσ2

0 + CNα+1 ∼
√
CN (α+1)/2 (1.14)

なのでやはり o(N)であることがわかる。4

1.3 中心極限定理

前節では、多くの独立な確率変数の和として表される確率変数 X が非常に

シャープな分布を持つことがわかった。その分布は具体的にはどんな分布にな

るのだろうか。X が X と X + dX の間の値をとる確率を P (X)dX と表して

みよう。P (X)を X に対する確率密度と呼ぶ。単に確率でないのは次のよう

な理由による。ここでは、X を連続変数と考えているので、X がぴったりあ

る値になる確率は 0である。この様な場合は、X について微小な幅 dX を考

え、その幅の間の値を取る確率を考えなくては意味がない。今の場合、P (X)

は非常にシャープ、言い換えると非常に急激に変化する関数を考えているの

で、P (X) = exp(−Φ(X))で定義される関数Φ(X)を考えたほうがたちがよい。

P (X)が最大になる点をXm とすると、Φ(X)はここで最小となる。どうせ確

4ここで、N が大きいときのランダウの記号を導入しておく。物理量 f(N) が
limN→∞ f(N)/Nα = C ̸= 0を満たすとき f(N) ∼ O(Nα)とか、f(N)は O(Nα)であるとか
書く。示量的な物理量は O(N) である。これに対し、物理量 f(N) が limN→∞ f(N)/Nα = 0
を満たすとき f(N) ∼ o(Nα) とか、f(N) は o(Nα) であるとか書く。平たく言えば o(N) の物
理量とは熱力学的極限 N → ∞ で無視できる程度の量である事を表している。

10



率が高いのは X = Xm のあたりだけなので、Φ(x)を X = Xm の周りでテー

ラー展開することにする。すると

Φ(X) = Φ(Xm) +
dΦ(X)

dX

∣∣∣∣
X=Xm

(X −Xm)

+
1

2

d2Φ(X)

dX2

∣∣∣∣
X=Xm

(X −Xm)2 + .... (1.15)

となる。どうせ、X がXmからあまり離れた値をとる確率は小さいので、展開

はX −Xm について２次までで止めることにする。ここでX = Xm で Φ(X)

が最小値をとることを考慮すると

dΦ(X)

dX

∣∣∣∣
X=Xm

= 0,
d2Φ(X)

dX2

∣∣∣∣
X=Xm

> 0 (1.16)

でなくてはならないから、

d2Φ(X)

dX2

∣∣∣∣
X=Xm

=
1

σ2
(1.17)

とおくことができる。すると、P (X)は

P (X) = P (Xm) exp

(
− (X −Xm)2

2σ2

)
(1.18)

と書けるので、X はガウス分布に従うことがわかる。さらに、この分布を用い

てX の期待値や分散を計算してみると、⟨X⟩ = Xm、
⟨
(X − ⟨X⟩)2

⟩
= σ2とな

る。また、確率の規格化条件より、すべての場合についての確率の総和は１に

なるので、 ∫ ∞

−∞
P (X)dX = 1 (1.19)

でなくてはならない。この条件から P (Xm)を定めると

P (X) =
1√
2πσ

exp

(
− (X −m)2

2σ2

)
(1.20)

となることがわかる。このように、たくさんの独立なN 個の確率変数Xiの和

として表される確率変数の分布は、元の確率変数Xiの分布がどうであろうと、

期待値m ∼ O(N)と分散 σ ∼ O(
√
N)を持つガウス分布になることがわかる。

これを中心極限定理という。
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1.4 等重率の原理とミクロカノニカル分布

熱平衡状態にある孤立した巨視的な系を考える。すなわち、巨視的な数5の

微視的自由度6を持つ系が外界との一切のエネルギーや物質のやりとりをせず

に十分な時間放置された結果、巨視的に見て時間変動のない状態に落ち着いた

状況を考える。

実際に観測するときは系は微視的状態のどれかにいるわけだが、それがどの

状態かはわからない。このとき、観測のタイミングは系の状態に無関係に観測

者が勝手にきめるわけだから、観測を行ったときに、系がどの状態にあるかは、

確率的に決まると考えてよい。従って、巨視的な物理量の測定結果は巨視的な

確率変数と考えてよいはずである。しかし、前節で示したように、巨視的な確

率変数の分布の幅は o(N)程度なので、実際にはどのタイミングで観測しても

値はほとんど変わらない。従って、特定のタイミングで観測したときにどのよ

うな値が得られるかを計算できなくても、すべての微視的状態について同じ重

みで平均してしまえば o(N)の精度で観測値と同じ値が得られるはずである。

そこで、巨視的な孤立系ではすべての微視的状態に同じ確率を割り振って、

期待値を計算することにする。このような確率分布をミクロカノニカル分布と

いい、「孤立系ではエネルギーの等しいすべての状態は同じ確率で実現する」と

いう仮定を等重率の原理（又は仮定）と呼ぶ。7

なお、現実には、系のエネルギーが熱力学的極限でほぼ連続的と見なせる場

合、エネルギーをある決まった値Eにぴったり指定すると、確率が 0になって

しまう。そこで、通常、エネルギーに幅を持たせ E ∼ E +∆E の範囲にある

状態をひとまとめにして考え、これらに同じ確率を割り振ることにする。∆E

は系のエネルギー準位間隔より十分大きく、系の特徴的なエネルギーより十分

小さければどのようにとってもよい。

5例えばアボガドロ数
6例えば一つの原子の持つ自由度
7もちろん、系の初期条件を完全に決め、測定装置の状態と系との相互作用を完全に指定すれ

ば、系がどのような微視的状態で測定されるかは完全に決まるはずである。もちろんその計算は、
現在のどんなスーパーコンピューターを使っても無理の上にも無理であるが、大事なことは、それ
ができないからやらないのではなく、そうやってとてつもない苦労をして状態を決定しても、巨視
的な物理量に関して言えば上のように十把一絡げに平均してしまった値と同じだからやる必要がな
いのである。
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最後に、このような巨視的な系で、系が取り得る微視的な状態の数がいかに

大きいかを注意しておこう。１つの微視的な自由度が取り得る状態の数を f と

したとき、N 個の微視的な自由度を持つ系は、全体としては fN 個の状態を取

り得る。これは簡単のために f = 10、N = 1023 とすれば、fN = 1010
23

すな

わち 1023桁！の数である。今、観測したいと思う系は微視的に見ると時々刻々

変化して、上に述べた膨大な数の微視的状態を経巡っている。もちろん、この

数はあまりに膨大であるから、宇宙の年齢位かかっても、そのすべての状態の

ほんの一部すら廻りきることはできない8。従って、実際に観測時間の間に系

のほとんどすべての状態が実現してしまうから、すべての状態にわたって平均

をとるというわけではない。

1.5 アンサンブル

系の取り得る微視的状態を要素とする集合をアンサンブルと呼び、あるアン

サンブルの要素すべてにわたる平均をアンサンブル平均と呼ぶ。アンサンブル

に含まれる微視的状態の数をその実現確率に比例するようにとっておけば、ア

ンサンブルの要素すべてについて同じ重みで平均をとれば対応する確率分布で

の平均が得られるので、確率そのものを考えるよりもわかりやすい場合がある。

特に、エネルギーの等しいすべての微視的状態を同じ数だけ含むアンサンブル

をミクロカノニカルアンサンブルと呼ぶ9。孤立系においては、与えられたエネ

ルギーに対応するミクロカノニカルアンサンブルのすべての要素にわたって、

巨視的な物理量のアンサンブル平均をとることにより、その物理量の期待値を

求めることができる。

統計力学に基づいて巨視的な物理量を計算するための準備はここまでで完全

に整った。しかし、実際の計算にはここで考えた孤立系よりは温度一定の熱浴

に接して熱平衡状態にある系を考える方が便利なことが多い。次章ではそのた

めにカノニカル分布とこれに対応するアンサンブルとしてカノニカルアンサン

ブルを導入する。

8考えられるだけ短い時間間隔（例えば ~/(宇宙の全エネルギー))で、考えられるだけ長い時間
(例えば宇宙の年齢) 測定を繰り返しても何回測定ができるか考えてみよ。

9この場合は同じ数であればいくつでもよいので、すべての微視的状態が一つづつあればよい。
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演習問題 1

1. 2つの独立な確率変数 x̂1、x̂2の確率密度関数が共に p(x1)、p(x2)で与え

られるとき、確率変数 X̂ = x̂1 + x̂2 の確率密度関数 P (X)は

P (X) =

∫ ∞

−∞
p(x1)p(X − x1)dx1

で与えられることを示し、p(x) =
1√
2πσ

e−x2/2σ2

のとき、具体的にP (X)

を計算せよ。

2. 前問の計算を確率変数が N 個 (x̂1、x̂2...x̂N )ある時に拡張せよ。(X̂ =
N∑
i=1

x̂i)

3. N 個の独立な確率変数 x̂i(i = 1, ..., N)を考える。x̂iは確率 pで 1、確率

q = 1 − pで 0の値をとり、他の値はとらないものとする。(具体的な例

としては、N 個の原子があるとき、一つ一つの原子の状態が２とおりあ

るとして、それぞれの状態で 0と 1の値をとる物理量を x̂iと考えればよ

い。この例では iは原子につけた番号である。）

(a) このとき、x̂i の期待値 ⟨x̂i⟩と分散
⟨
(x̂i − ⟨x̂i⟩)2

⟩
、及び、和 ŝN =

N∑
i=1

x̂i の期待値m = ⟨ŝN ⟩と分散 σ2
N =

⟨
(ŝN −m)2

⟩
を求めよ。

(b) ŝN が nという値をとる確率 PN (n)が二項分布

PN (n) =
N !

(N − n)!n!
pnqN−n

であたえられることを示せ。（ŝN は１という値をとっている x̂i の

数に等しいことに注意せよ）

(c) N が十分大きいとき、

PN (n) =

√
1

2πNx(1− x)
exp [N(−xln(x/p)− (1− x)ln((1− x)/q))]

を示せ。ただし、x = n/N。
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(d) N が十分大きいとき、確率変数 x̂ = ŝN/N は、連続的な確率変数

と見なせる。このとき、x̂の期待値 a = ⟨x̂⟩と分散 σ2 =
⟨
(x̂− a)2

⟩
を求めよ。また、x̂が xと x+ dxの間の値をとる確率を P (x)dxと

書くとき、確率密度 P (x)が

P (x) =
1√
2πσ

exp(− (x− a)2

2σ2
)

で与えられることを示せ。

(e) p = q = 1/2 として，N = 3, 4, 5 · · · に対し，n = 0 ∼ N について

二項分布 PN (n) を計算し，図示せよ。（できれば，パソコン等でプ

ログラムを組んで，大きいN に対しても作図してみよ。）

4. D次元単位球の表面積 SD は、

SD =
2πD/2

Γ(D/2)
(1.21)

で与えられることを次のようにして証明せよ。

(a) D重積分

ID =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
...

∫ ∞

−∞
exp{−(x21 + x22 + ....x2D)}dx1dx2...dxD

を、次の二つの方法で計算する。

i. そのままガウス積分を実行する。

ii. D次元の球座標で積分する。

(b) 二つの計算を比較して SD を求めよ。
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第2章 カノニカル分布

2.1 カノニカル分布の導入

前章では孤立系に対して等重率の仮定のもとに、ミクロカノニカルアンサン

ブルを用いて、巨視的な物理量が正確に計算できることを見た。しかし、実際

に計算を行う場合、系のエネルギーが一定の状態についてのみ平均操作をしよ

うとすると、エネルギーについての拘束条件のもとで計算をすることになり、

煩雑になることが多い。そこで、系が系自身より十分大きな「熱浴」と弱く相

互作用しエネルギーのやりとりをしている場合を考える。熱浴は系に比べて十

分大きく、系の状態が変わっても熱浴の状態に大きな変化はないものとする (エ

ネルギーはもちろん系とやりとりした分だけ増減する）。この場合、熱力学で

学んだように、系が一定の温度の熱浴と接して熱平衡状態に至ったのち、熱浴

を切り離しても、系の巨視的な状態が変化することはない。このことを考慮す

ると、孤立系を考える代わりに図 2.1のように熱浴とエネルギーのやりとりを

して熱平衡状態にある系を考えても、巨視的な物理量に関しては同等な結果が

得られると期待される1。このような計算法をすると、系のエネルギーは、熱

浴とのエネルギーのやりとりのため一定値に拘束されないので、拘束条件を課

す必要がなく、計算がしやすくなる場合が多い。ただし、この場合エネルギー

の異なる状態は、巨視的に異なる状態なので、これらの間では等重率を仮定す

ることはできない。従って、異なるエネルギーの状態がどのような確率で実現

するかを決める必要がある。

まず、熱浴 Bと系 Sをひとまとまりの系 B+S（以下、「全系」と呼ぶ)と見

なすと、これは孤立系と見なせる。従って、全系は一定の全エネルギー E0 を

1このことは、実際の計算法を導いた後で確認する
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熱浴

(heat bath)

系

E0−Ei Ei

図 2.1: 熱浴と系

持つ。このとき、系 Sが α番目の固有状態 |α⟩にある確率 pαを考える。この状

態の系 Sの固有エネルギーをEαとする。この時、熱浴 BはEB = E0−Eαの

エネルギーを持つ。エネルギー EB を持つ熱浴の微視的状態の数をWB(EB)

とすると、図 2.2に示すように、系が α番目の状態にあるとしたとき、全系の

取り得る状態の数は、WB(E0−Eα)である。等重率の仮定により、これらの状

態はすべて等確率で実現するので、系が状態 αにある確率 pαはWB(E0−Eα)

に比例する。

熱浴は系よりずっと大きいので、lnWB(E0−Eα)を E0 ≫ Eαと考えてテー

ラー展開すると、

lnWB(E0 − Eα) ≃ lnWB(E0)− Eα
∂lnWB(EB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0

β ≡ ∂lnWB(EB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0

(2.1)

が得られる。ここで、βは熱浴だけで定まる定数で、系の個性を反映しないこ

とに注意しよう。これより

pα ∝WB(E0 − Eα) =WB(E0) exp(−βEα) (2.2)
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E0−Ei

Ei1

Ei2

Ei3

EiWB(E0−Ei)

皆

同

じ

確

率

E0−Ej

Ej1

Ej2

Ej3

EjWB(E0−Ej)

系が状態i
にある場合

系が状態j
にある場合

WB(E0−Ei)通り WB(E0−Ej)通り

図 2.2: 系の状態を決めた時の全系の微視的状態の数
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なので、確率の規格化因子を Z として

pα =
1

Z
exp(−βEα) (2.3)

が得られる。Z は、確率の規格化条件より次式が成り立つように定めなくては

ならない。

1 =
∑
α

pα =
1

Z

∑
α

exp(−βEα) (2.4)

ここで、
∑
α

は系のすべての状態についての和を表す。これより

Z =
∑
α

exp(−βEα) (2.5)

が得られる。

(2.3)をカノニカル分布と呼び、温度一定の熱浴とエネルギーのやりとりを

して熱平衡状態に至り、この分布に従うアンサンブルを、カノニカルアンサン

ブルと呼ぶ。Z を分配関数あるいは状態和と呼ぶ。分配関数は、ここでは単に

確率の規格化因子として登場したが、これから話を進めてゆくと、実は平衡統

計力学の主役となる量であることが分かってくる。

2.2 カノニカル分布の古典極限

ここまで、系の状態は離散的に数えられるものとして考えてきた。量子力学

的にはこれは常に正しい。もちろん、微視的な自由度は本来量子力学に従うも

のなので、これだけでも十分なのだが、現実には原子や分子の質量はかなり大

きいので、これらの運動を古典力学で扱ってもよい場合も多い。そのような場

合は、実際上最初から古典力学で考えた方が楽である。しかし、この場合、確

率はどのように考えればよいだろうか。答えは量子力学を援用して考えればわ

かりやすい。量子力学では、不確定性関係より、運動量 pと座標 qの不確定性

の積はプランク定数 hより小さくはなれない。このことは p-q平面（位相空間）

を面積 hより小さくは分割できないことを示している。従って１自由度あたり
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位相空間で hあたり１つの量子状態が許されることになる。一般に N 自由度

の系では hN あたり１つの微視的状態が許されることになる。別の言い方をす

れば、カノニカルアンサンブルで位相空間の体積

∆Ω ≡ ∆p1∆p2..∆pN∆q1∆q2..∆qN (2.6)

の中に系の状態 (p1, p2, ...pN , q1, q2, ..., qN )が見つかる確率は、系のハミルトニ

アンをH(qi,pi)とすると

1

h3N
d3q1...d

3qNd
3p1...d

3pN exp (−βH(qi,pi)) (2.7)

に比例する。従って、分配関数は

Z =
1

h3N

∫
V

d3q1...

∫
V

d3qN

∫ ∞

−∞
d3p1...

∫ ∞

−∞
d3pN exp (−βH(qi,pi)) (2.8)

と考えられる2。しかし、実はこれには修正が必要である。微視的な粒子が自己

同一性を持つか持たないかで、状態の数え方が変わってくる。たとえば、「粒

子 iが (q, p)にあり粒子 j が (q′, p′)にある」状態と、「粒子 j が (q, p)にあ

り粒子 iが (q′, p′)にある」状態は粒子 iと j が区別できれば異なる状態であ

るが、粒子が区別できなければ同じ状態である。実際には微視的な粒子は自己

同一性を持たず、区別できないため、この二つの状態は同じ状態である。従っ

て、N 個の粒子がある場合は、粒子の番号の付け方の数 N !で割り

Z =
1

N !h3N

∫
V

d3q1...

∫
V

d3qN

∫ ∞

−∞
d3p1...

∫ ∞

−∞
d3pN exp (−βH(qi,pi))

(2.9)

としなくてはならない。実は、こうしなければ、後述するように、自由エネル

ギーが示量的な量にならない。これをギブスのパラドックスという。逆に言う

と、熱力学で経験的に知られている自由エネルギーが示量的な量であるという

事実と整合性をとるためには、微視的な粒子が自己同一性を持たないと考えな

いと都合が悪い。

2より正確な議論は付録 B に与える。
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2.3 温度

ここで、βとは何かを定めておこう。同じ βを持つ系はエネルギーのやりと

りについて同じ熱浴と熱平衡にあるので、熱力学における温度の意味を思い出

すと、この βは熱浴によって定まる「温度」を決めると決まる量である。逆に

言うと、この熱浴の温度はこれに「温度計」の役割を果たす系を接触させたと

き、この温度計の温度が何度になるかを知れば分かる。ここでは、温度計とし

ては単原子古典理想気体を用いて熱浴の温度を「測って」みよう。

一般にカノニカルアンサンブルにおける内部エネルギーは (2.3)より

U =
1

Z

∑
i

Ei exp(−βEi) (2.10)

で与えられるはずである。これは次のように変形できる。

U = − 1

Z

∂

∂β

∑
i

exp(−βEi)

= − 1

Z

∂

∂β
Z = − ∂

∂β
lnZ (2.11)

これは、カノニカルアンサンブルにおいて、内部エネルギー U を分配関数 Z

を用いて表す一般的な関係式である。

これを用いて、βで特徴付けられる熱浴と接して熱平衡にある単原子古典理

想気体の内部エネルギーを求めよう。体積 V の領域に閉じ込められた単原子古

典理想気体は相互作用のない質点系と見なせるから、ハミルトニアンは

H(qi,pi) =
N∑
i=1

p2
i

2m
(2.12)

で与えられる。従って、分配関数は (2.9)より、次式で与えられる。

Z =
1

N !h3N

∫
V

d3q1...

∫
V

d3qN

∫ ∞

−∞
d3p1...

∫ ∞

−∞
d3pN

× exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)
(2.13)
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被積分関数は qiに依存しないので、qiについての積分は体積 V を与える。ま

た、pi についての積分は成分に分けて書き下すと

Z =
V 3N

N !h3N

∫ ∞

−∞
dp1x exp

(
−β p

2
1x

2m

)∫ ∞

−∞
dp1y exp

(
−β

p21y
2m

)

×
∫ ∞

−∞
dp1z exp

(
−β p

2
1z

2m

)
...

∫ ∞

−∞
dpNx exp

(
−β p

2
Nx

2m

)
×
∫ ∞

−∞
dpNy exp

(
−β

p2Ny

2m

)∫ ∞

−∞
dpNz exp

(
−β p

2
Nz

2m

)
(2.14)

となる。ここでガウス積分の公式∫ ∞

−∞
exp(−ax2)dx =

√
π

a
(2.15)

を用いて pix, piy, piz についての積分を実行すると

Z =
V N

N !h3N

(√
2πm

β

)3N

(2.16)

となる。従って、内部エネルギー U は

U = − ∂

∂β
lnZ = − ∂

∂β

[
ln

V N

N !h3N
+

3N

2
ln

(
2πm

β

)]
= −3N

2

∂

∂β
ln

(
2πm

β

)
=

3N

2β
(2.17)

で与えられる。一方、気体分子運動論から、単原子古典理想気体の内部エネル

ギーは理想気体温度 T を用いて
3NkBT

2
と表されることが分かっているので

β =
1

kBT
でなくてはならないことがわかる。ここで kB ≃ 1.380649×10−23J/K

はボルツマン定数である。3熱力学から、理想気体温度と熱力学的温度は等し

いことがわかっているので、この T は熱力学的温度と考えてよい。

3理想気体温度 T の本来の定義は１モルの気体に対して T = lim
V →∞

pV

R
(R は気体定数、p は

圧力) なので、論理的には後述する統計力学での圧力の求め方で p を求め、T を求める必要があ
る。その結果は、当然ながらここで求めたものに等しい。ただ、圧力の統計力学での表式を求める
には若干の導出過程が必要なので、ここでは一番求めやすい内部エネルギーを利用した。
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βの正体が分かったところで、あらためてカノニカル分布の式をまとめてお

く。系がエネルギー Eα をもつ状態 |α⟩にある確率 pα は

pα =
1

Z
exp

(
− Eα

kBT

)
(2.18)

で与えられる。ここで

Z(T, V ) =
∑
α

exp

(
− Eα

kBT

)
(2.19)

は分配関数である。ここで出てくる exp

(
− Eα

kBT

)
はボルツマン因子とよばれ

る。なお、ここまで暗黙の内に系の体積 V は一定と考えて議論を進めたが、V

を変えるとエネルギー固有値の組 {Eα}も変化するので、Z は温度 T だけでな

く体積 V の関数でもある。今後、このことが重要になるので、ここではこの依

存性を明記した。なお、Z は粒子数 N にも依存するが、粒子数の変化を伴う

状況を考えるまで、当分の間特に必要がなければ N 依存性は明記しないこと

にする。

なお、量子力学のブラケット表示を使うと、分配関数 Zは次のように簡潔に

表すこともできる

Z(T, V ) =
∑
α

exp(−βEα)

=
∑
α

⟨α| exp(−βH) |α⟩ = Tr exp(−βH) (2.20)

また、物理量 Aの期待値は

⟨A⟩ = 1

Z(T, V )

∑
α

⟨α|A |α⟩ e−βEα (2.21)

と表せるが、⟨γ| e−βH |α⟩ = e−βEα ⟨γ| α⟩ = δαγe
−βEα を用いると

⟨A⟩ = 1

Z(T, V )

∑
α,γ

⟨α|A |γ⟩ ⟨γ| e−βH |α⟩

=
1

Z(T, V )

∑
α

⟨α|Ae−βH |α⟩ = 1

Z(T, V )
TrAe−βH (2.22)
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と表すことができる。ここで

ρ =
1

Z(T, V )
e−βH (2.23)

をカノニカル分布の密度行列とよび、物理量 Aの期待値はこれを用いて

⟨A⟩ = TrρA (2.24)

と表すことができる。一般に密度行列はカノニカル分布に限らず、量子力学的

な系の統計的な分布を表現するのに用いることができる。これらの表式を活用

する場面は本書ではあまり現れないが、さらに進んだ統計力学の取り扱いにお

いては、表示によらない一般的な議論をする場合に見通しがよい。また、量子

系の動的な振る舞いを議論する際などにも重要になる。

2.4 エントロピーとヘルムホルツの自由エネルギー

巨視的な系でエネルギーが E と E +∆E の間の状態の数は、エネルギーの

幅∆Eに比例すると考えられるので、W (E, V )∆Eと書くことにする。ここで

W (E, V )を状態密度と呼ぶ。W (E, V )はおよそどのような性質を持っている

かを考えてみよう。 N 個の自由度を持つ系で、f を一つの自由度が平均的に

取り得る状態の数とすると、W (E, V )はおおまかにO(fN )の程度である。た

だし、ここで f は全エネルギーの値によって異なり、どのように依存するかは

系の詳細によるだろう。しかし、通常の系では全エネルギーが高いほど、1つ

の自由度が取り得る状態の数は増えると期待してよいだろう。そこで

W (E, V ) ∼ O(fN ) (2.25)

dW (E, V )

dE
> 0 (2.26)
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E

O(N1/2)

Emax

W(E)e−βE

W(E) e
−βE

図 2.3:

と仮定し、この様な条件を満たす系を熱力学的に正常な系と呼ぶことにする。

ここでは、そのような系に話を限ることにする。このとき分配関数は

Z(T, V ) =
∑
α

e−βEα =

∫
dEW (E, V )e−βE

=

∫
dEe−β(E−TS(E,V )), (2.27)

であたえられる。ただし、S(E, V ) = kBlnW (E, V )とおいた。

ここで、e−β(E−TS(E,V ))dE は系のエネルギーが Eと E + dEの間の値を取

る確率に比例する。Eは巨視的な量であることに注意すると、e−β(E−TS(E,V ))

はやはり図 2.3のような、o(N)に比例する幅を持つ非常にシャープな関数に

なっているはずである。このことから、温度一定の熱浴と接して熱平衡にある

系で実際に観測される状態は E − TS(E, V )が最小になるような状態であるこ

とがわかる。この時のエネルギーをEmax(T )と書くと、これは温度 T を決める

と定まる量であることに注意しよう。系のエネルギーはほとんどこの値±o(N)

に定まっているので、巨視的な系の内部エネルギーは U(T ) = Emax(T )とみな

してよい。

これに対し熱力学では、温度一定の熱浴と接して熱平衡にある系では自由エ

ネルギー F = E−TS熱力学(E, V )が最小になる状態が実現することが分かって

いる。ここで、S熱力学(E, V )は熱力学で定義されたエントロピーである。これ
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ら 2つの結論を比較すると、E − TS(E, V )が熱力学でのヘルムホルツの自由

エネルギー F に対応し、S(E, V )がエントロピー S熱力学(E, V )に対応すると

考えられる。すなわち、S(E, V )の正体はエントロピーであり4、温度 T での

熱平衡状態でのヘルムホルツの自由エネルギー F (T, V )はこれを用いて

F (T, V ) = Emax(T, V )− TS(Emax(T, V ), V ) (2.28)

と書けるということが見通せる。ここで、F は Emax(T, V )を通じて、温度 T

の関数になっていることに注意しよう。ここでわかった関係

S(E, V ) = kBlnW (E, V ) (2.29)

を、ボルツマンの関係式と呼ぶ。状態密度W (E, V )は全エネルギーという巨

視的な物理量のスケールで見たとき、区別できない微視的な状態の数であるか

ら、微視的な見方から巨視的な見方に移ったときに失われた情報量と考えても

よい。一方、エントロピーは、元々熱力学で巨視的な不可逆性の尺度として導

入された量であるが、いささかわかりにくい量であることは否めない。しかし、

失われた情報量は回復することはできないので、これが不可逆性の尺度を与え

る量になっていることは統計力学の観点からは自然に理解できる。ボルツマン

の関係式はこのエントロピーこそがミクロとマクロをつなぐ量であることを示

している。また、ミクロカノニカルアンサンブルに対して直接計算できるので、

ミクロカノニカル分布による計算の出発点になる。

ここで、W (E, V ) は単位エネルギーあたりの状態の数であるから (エネル

ギー)−1 の次元を持っている。このことに気がつくと、(2.29)では lnの中に、

次元のある数が入っていることに違和感を感じるかもしれない。その意味では、

エネルギーが E ∼ E +∆E の幅の中にある状態数W (E, V )∆E を考え、

S(E, V ) = kBln(W (E, V )∆E) (2.30)

と書く方がよい。ところが、こう書くと今度は∆Eという勝手に選んだエネル

ギーの幅がエントロピーの定義に入ってくることに気持ちの悪い思いをするか

もしれない。しかし、実際には∆Eを考え得る限り大きなエネルギー（たとえ
4もちろんそれを見越して S という文字を使ったわけだが
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ば宇宙の全エネルギー）にとっても、逆に考え得る限り小さなエネルギー（た

とえば ~/宇宙の年齢)にとっても、S(E, V )の値はほとんど変わらないので気

にしなくてよい。さらに正確な言い方をすると、エントロピーは示量的な量な

ので１粒子あたりのエントロピー

lim
N→∞

S(E, V )

N
= kB lim

N→∞

lnW (E, V )

N
+ kB lim

N→∞

ln∆E

N
(2.31)

が意味のある量である。右辺第１項は (2.29)に他ならない。第２項は∆Eを一

定に保つ限り 0になる。従って、(2.29)と書いても (2.30)と書いても結局は同

じ事になる。

また、熱力学では第３法則により絶対零度ではエントロピーは 0に近づく。こ

れに対し、統計力学では、基底状態に縮退がないとき、∆Eを基底状態と最低励

起状態のエネルギー差に比べて小さくとれば、E = 0とE = ∆Eの間にある状

態数W (E, V )∆Eは基底状態一つだけなので、エントロピーは S = kBln1 = 0

である。仮に多少の縮退があっても、縮退度が O(expCN)の極端に大きな縮

退がなければ、熱力学的極限ではエントロピーは絶対零度で 0に近づく。

さて、カノニカル分布に戻ろう。カノニカル分布では Emaxすなわち内部エ

ネルギー U は、

∂

∂E
(E − TS(E, V ))

∣∣∣∣
E=Emax

= 0 (2.32)

∂2S(E, V )

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

< 0 (2.33)

を満たさなくてはならない。２番目の式は、確率が極小でなく極大であること

を要請している。実際にこれを満たす Emaxが二つ以上あるときは、確率の大

きい方をとることになる。

(2.32)は

1

T
=
∂S(U, V )

∂U

∣∣∣∣
V

(2.34)

を与える。これは熱力学で学んだエントロピーと温度の関係を再現している5。
5もちろん、(2.34) で温度を天下りに定義すればミクロカノニカル分布の枠内でも温度を定義

でき、熱力学的温度との整合性を示すこともできる。しかし、ここではより自然に温度を導入する
ため、まずカノニカル分布を導入してから温度を導入する手順をとった。
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また (2.33)は熱力学的安定性の条件に対応している。

エントロピーは本来 (2.29) から分かるように S(U, V ) と U と V の関数と

して表される。この関係は、陰関数として内部エネルギー U を S と V の関

数 U(S, V ) として定義していると見ることもできる。この様な見方から考え

ると、ヘルムホルツの自由エネルギーは U(S, V ) − TS を最小にする S の値

Smax(T, V )を用いて

F (T, V ) = U(Smax(T, V ), V )− TSmax(T, V ) (2.35)

と表せる。ここで、Smax は

∂U(S, V )

∂S

∣∣∣∣
V

= T (2.36)

を満たす。

ここで、分配関数 Z(T, V )を表す積分 (2.27)を改めて評価してみよう

Z(T, V ) =

∫
dEe−β(E−TS(E,V )) (2.37)

どうせ E = Emax近傍しか重要でないので、E − TS(E, V )を E = Emaxのま

わりで以下のようにテーラー展開してしまおう。

E − TS(E, V ) = Emax − TS(Emax)

− 1

2
T
∂2S(E, V )

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

(E − Emax)
2 (2.38)

すると

Z(T, V ) ≃ exp(−β(Emax − TS(Emax)))

×
∫
dE exp

{
1

2kB

∂2S(E, V )

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

(E − Emax)
2

}

≃ exp(−β(Emax − TS(Emax)))

√√√√ π

−1
2kB

∂2S(E,V )
∂E2

∣∣∣
E=Emax

(2.39)
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lnZ(T, V ) = −β(Emax − TS(Emax))−
1

2
ln

{
−1
2πkB

∂2S(E, V )

∂E2

∣∣∣∣
E=Emax

}
(2.40)

ここで、第１項は示量的な量なのでO(N)であるが、第２項は対数をとってい

るので O(lnN)である。従って熱力学的極限では

−kBT lnZ(T, V ) = Emax − TS(Emax) (2.41)

としてよい。すなわち、−kBT lnZ(T, V )は、実際に観測される状態の自由エ

ネルギー F (T, V )に等しいといえる。

F (T, V ) = −kBT lnZ(T, V ) (2.42)

ここで、実際にカノニカルアンサンブルでは体積 V も一定にして考えるのが

普通なので F も Z も T と V の関数とした6。このように、分配関数が T と V

の関数として計算できれば、ヘルムホルツの自由エネルギーを求めることがで

き、これを基に熱力学の関係式を駆使して様々な物理量を計算できる。このた

め、分配関数がカノニカルアンサンブルの平衡統計力学で主役を演ずることに

なる。

2.5 熱力学の関係式の統計力学による導出

統計力学での F や Sと熱力学での F や Sが同じものであることを改めて確

認するため、種々の熱力学の関係式を統計力学を使って導いておこう。

1. 内部エネルギー U

内部エネルギーは以前導出した (2.11)により、分配関数 Z(T, V )を使っ

て以下のように表される。

U = − 1

Z(T, V )

∂

∂β
Z(T, V ) = − ∂

∂β
lnZ(T, V ) (2.43)

6なお、圧力を一定とするカノニカル分布を考えることも可能だが、この場合エネルギーは圧
力の源となるもの（たとえばピストンの上に載せたおもり）のエネルギーも加算する必要がある。
この様な場合については後に述べる。
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状態 α
エネルギーEα(V)

体積 V

状態 α
エネルギーEα(V+dV)

体積 V+dV

Pα

Pα

図 2.4: 状態 |α⟩における圧力 Pα

(2.42)を用いると、熱力学で知られた関係式

U =
∂

∂β

F

kBT

∣∣∣∣
V

= −T 2 ∂

∂T

F

T

∣∣∣∣
V

(2.44)

が得られる。ただし、通常、統計力学の具体的な問題の計算では Z(T, V )

がまず求められるので (2.43)の形のままの方が使いやすいだろう。

2. 圧力 P

まず、統計力学的な期待値を求める前に、系が α番目の固有状態 |α⟩に
ある時の「圧力」Pαがどのように表現できるかを考えよう。図 2.4のよ

うに、系の体積 V を V → V + dV と変化させることを考える。これは

量子力学的には境界条件を変化させることに相当する。これに対応して、

固有エネルギーも Eα(V ) → Eα(V + dV ) と変化する。この変化は外部

からなされた仕事と等しいので、

Eα(V + dV )− Eα(V ) = −PαdV (2.45)

と表すことができる。従って

Pα = −dEα(V )

dV
(2.46)
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である。これのカノニカルアンサンブルでの期待値をとると、熱力学的

量としての圧力 P が得られる。すなわち

P = ⟨Pα⟩ =
1

Z(T, V )

∑
α

(
−dEα(V )

dV

)
exp(−βEα(V ))

=
1

βZ(T, V )

∂

∂V

∑
α

exp(−βEα(V ))

∣∣∣∣∣
T

=
1

βZ(T, V )

∂Z(T, V )

∂V

∣∣∣∣
T

= − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T

(2.47)

となる。従って

P = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T

(2.48)

が得られる。

これら二つの関係 (2.44)と (2.48)を用いると T と V の微小変化に伴う
F (T, V )

T
の微小変化を

d

(
F (T, V )

T

)
= − U

T 2
dT − P

T
dV (2.49)

と表すことができる。

3. エントロピー S

(2.44)の右辺の微分を F と T に分けて実行すると

U = −T ∂F

∂T

∣∣∣∣
V

+ F (2.50)

となる。従って、エントロピー S は

S =
U − F
T

= − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V

(2.51)

で与えられる。(2.48)と (2.51)より F (T, V )の全微分は

dF (T, V ) = −pdV − SdT (2.52)
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で与えられる。従って、内部エネルギー U(S, V ) = F − TS の全微分は

dU(S, V ) = −pdV + TdS (2.53)

で与えられる。これはいわゆる熱力学の第 1法則である。

4. 熱容量

熱容量は直接実験的に測定できる重要な量である。体積を一定にして、系

の温度を 1Kあげるために必要なエネルギーが定積熱容量CV であるから

CV =
∂U

∂T

∣∣∣∣
V

(2.54)

(2.55)

であるが、(2.53)を用いると

CV = T
∂S

∂T

∣∣∣∣
V

(2.56)

と表せる。

2.6 定圧環境のカノニカル分布

これまで、温度 T 一定の環境と熱平衡にある系において、体積 V を固定し

た環境で（つまり、系を決まった体積 V の箱の中に閉じ込めて）考えてきた。

しかし、実際の実験状況では一定の圧力 P のもとで、体積は自由に変われるよ

うにして実験することも多い。この様な場合を統計力学でどのように扱えばよ

いかを考えてみよう。実際に定圧環境を実現するために具体的に図 2.5に示す

ように質量M のおもりを載せたピストンによって閉じ込められた系を考えて

みよう。このとき、系が α番目の固有状態 |α⟩にあるとき、おもりを含めた全
のエネルギーは

Eα +MgL (2.57)
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圧力p一定

V

図 2.5: 定圧環境

となる。ただし、Lは容器の底から測ったピストンの高さであり、gを重力加

速度とする。ピストンの断面積を S とすると、V = SL、P =Mg/S なので、

これは Eα + PV に等しい。この場合の分配関数を Y (T, P )と書くと、可能な

すべての V の値についても足しあわせる必要があるが、V は連続変数なので

積分の形になり

Y (T, P ) =

∫ ∞

0

dV
∑
i

exp(−β(Ei(V ) + PV ) (2.58)

となる。体積 V の系の分配関数 Z(T, V )を使うと

Y (T, P ) =

∫ ∞

0

dV Z(T, V ) exp(−βPV ) =

∫ ∞

0

dV exp(−β(F (T, V ) + PV ))

(2.59)

と表せる。ここで、F も V も巨視的な量なので、被積分関数が最大値をとる

場合のみが重要になることに気をつけると

Y (T, P ) = exp(−β(F (T, Vmax(P )) + PVmax(P )) +O(lnN)) (2.60)

の形になる。ここで Vmax(P )は

∂

∂V
(F (T, V ) + PV )

∣∣∣∣
T

= 0 (2.61)
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すなわち

P = − ∂F (T, V )

∂V

∣∣∣∣
T

(2.62)

を満たすように定まる。このとき

G(T, P ) = −kBT lnY (T, P ) = F (T, Vmax(P )) + PVmax(P ) (2.63)

はギブスの自由エネルギーと呼ばれる。このように示量変数 (今の場合は体積

V )一定のアンサンブルでの自由エネルギーからそれと共役な外力を表す示強変

数（今の場合は圧力 p）一定のアンサンブルでの自由エネルギーへの変換をル

ジャンドル変換と呼ぶ。この導出から分かるように、ギブスの自由エネルギー

に相当するものは他の様々な示強変数と示量変数の組み合わせに対して存在す

るが、いちいち名前がついているとは限らない。何々一定の自由エネルギーと

でも呼べばよい。一般に、外力一定でのカノニカル分布を考える時は、外力の

源（今の場合はおもり）との相互作用のエネルギーも一緒にしてカノニカル分

布を適用すればよい。これが統計力学でのルジャンドル変換の物理的意味であ

る。一般に、Aを示量性の物理量（体積、長さ、電気分極・磁化など）とし、

X をAに共役な示強性の外力（圧力、張力、電場・磁場など）としたとき。相

互作用のエネルギーは−AX で与えられる。実際にどちらを一定にするかは実
験条件によって異なり、すべての場合が可能なわけではない。たとえば、気体

については体積を一定にして実験することも、圧力を一定にして実験すること

も可能であろうが、磁性体では一定の磁場をかけて実験することは可能でも、

磁化を一定にして実験することは難しい。

「おもり」の位置エネルギーを含めた全エネルギーの期待値

H(S, P ) = U(S, Vmax(P )) + PVmax(P ) (2.64)

をエンタルピーと呼ぶ。エンタルピーとギブスの自由エネルギーの全微分はそ

れぞれ

dH(S, P ) = d(U + PV ) = TdS + V dP (2.65)

dG(T, P ) = d(F + PV ) = −SdT + V dP (2.66)
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で与えられる。

定圧熱容量 CP は定圧環境のもとで温度を 1K上げるのに必要なエネルギー

である。この場合、上記の「おもり」の位置エネルギーの変化も要するので、

CP はエンタルピー H ≡ E + PV を圧力一定にして温度 T で微分したものに

なる。従って

CP =
∂H

∂T

∣∣∣∣
P

= T
∂S

∂T

∣∣∣∣
P

(2.67)

が得られる。

ここで、さらに熱浴との間の粒子のやりとりを許すグランドカノニカル分布

に話を進めるのが順序かもしれない。しかし、この方法は第 5章で量子気体を

扱うときに本領を発揮する。従って今ここで説明しても使う頃には忘れてしま

うので、使う直前の第 4章で説明することにし、次章ではカノニカル分布の基

本的な応用例を取り扱う。
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演習問題 2

1. s種類の原子からなる合金の結晶を考える。原子間の相互作用や運動は

考えないものとし、同種の原子は区別できないものとする。s種類の原

子 Ai (i = 1, ..., s) がそれぞれ Ni 個づつ並んでいて、格子点の総数が

N =
∑s

i=1Ni とする。

(a) Ni(i = 1, ..., s)が与えられたとき、これらの原子を結晶格子上に並

べる並べ方の数W を求めよ。

(b) Ni >> 1として、エントロピー S = kB lnW を求めよ。また、原子

Ai の濃度を ci = Ni/N とするとき、S を N と ci (i = 1, ...., s)を

用いて表せ。

(c) s = 2のとき、S/N を c1 = cの関数として図示せよ。S の最大値・

最小値とそれを与える cの値を求めよ。また、その物理的意味を説

明せよ。

(d) 一般の sに対し、Sの最大値・最小値とそれを与える ci(i = 1, ..., N)

を求めよ。

2. (a) 分配関数 Z はエネルギー E についての積分

Z(T, V ) =

∫
dEe−β(E−TS(E,V ))

によって表される。（積分範囲は E の取り得るすべての値にわたる

のであえて明記しない。）被積分関数の E についての最大値を与え

る E が温度 T と体積 V をきめたときの内部エネルギーの期待値 U

を与える事に注意し、

∂S(U, V )

∂U

∣∣∣∣
V

=
1

T
,

∂2S(U, V )

∂U2

∣∣∣∣
V

= − 1

CV T 2

が成り立つことを示せ。ここで S(E, V )はエネルギー E と体積 V

の関数としてのエントロピー、CV は定積熱容量である。
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(b) E−TS(E, V )をE = U のまわりで２次までテーラー展開すること

により

Z ≃ exp(−β(U − TS(U)))
√
2πCV kBT

を示せ。

(c) 前問の結果と、そこに表れる物理量のN 依存性を考慮し

lim
N→∞

−kBT lnZ
N

= lim
N→∞

U − TS(U)

N

を確認せよ。

(d) エネルギーの揺らぎ（分散)を

⟨
(E − U)2

⟩
=

∫
dE(E − U)2e−β(E−TS(E))∫

dEe−β(E−TS(E))

と表し、(b)と同じテーラー展開をするとき
⟨
(E − U)2

⟩
= kBT

2CV

を示せ。
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第3章 カノニカル分布の応用

3.1 単原子古典理想気体

N 個の相互作用しない質点からなる系を単原子古典理想気体と呼ぶ。この系

の内部エネルギーについては 2.1節で扱ったが、その他の物理量の計算もここ

でしておこう。

1. 自由エネルギー

分配関数は (2.16)で示したように

Z(T, V ) =
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

(3.1)

で与えられるので、ヘルムホルツの自由エネルギーは

F (T, V ) = −kBT lnZ(T, V )

= −kBT ln
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

(3.2)

である。ここでN ≫ 1の場合に成り立つスターリング (Stirling)の公式1

lnN ! ≃ N lnN −N (3.3)

を使うと

F (T, V ) = −NkBT
[
ln
V e

N
+

3

2
ln

(
2πmkBT

h2

)]
(3.4)

となる。これは、N/V を一定にしてN を大きくしたときN に比例する

のでちゃんと示量性の量になっている。
1証明は付録 A に与える。
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2. 内部エネルギー U

これは以前求めたが、ここでは、ヘルムホルツの自由エネルギーから、

(2.44)を使って求めておこう。

U = −T 2 ∂

∂T

(
F

T

)∣∣∣∣
V

= T 2 3NkB
2

∂

∂T
ln (2πmkBT )

= T 2 3NkB
2

∂

∂T
lnT =

3NkBT

2
(3.5)

3. 圧力

(2.48)を用いると

P = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T

=
NkBT

V
(3.6)

が得られる。すなわち、理想気体の状態方程式

PV = NkBT (3.7)

が得られたことになる。

4. エントロピー

(2.51)を用いると

S = − ∂F

∂T

∣∣∣∣
V

= NkBln
V e

N
+

3NkB
2

ln

(
2πemkBT

h2

)
(3.8)

が得られる。ここで、この表式では T が十分小さいときはエントロピー

が負になってしまうことに注意しよう。これはもちろん正しくない結果

であり、古典的な取り扱いの限界を表している。このような低温では量

子効果を正確に取り入れることが必要になり、様々な興味深い現象が起

きるが、これらについては第 6章、第 7章で詳しく調べる。

5. 熱容量

定積熱容量 CV は (2.54)より

CV =
∂U

∂T

∣∣∣∣
V

=
3NkB

2
(3.9)
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と求められる。また、次のようにエントロピーから (2.56)を用いて得る

こともできる。

CV = T
∂S

∂T

∣∣∣∣
V

= T
3NkB
2T

=
3NkB

2
(3.10)

6. マックスウェル・ボルツマン (Maxwell-Boltzmann)の速度分布則

高校で学んだ気体分子運動論と異なり、統計力学では各微視的状態の確率

を与えるので、気体分子の速度の分布を求めることができる。カノニカル

アンサンブルで全粒子の座標と運動量が位相空間の微小体積
N∏
i=1

d3rid
3pi

の中にある確率は

P (r1, r2, ..., rN ,p1,p2, ...,pN )
N∏
i=1

d3rid
3pi

=
1

N !h3NZ

N∏
i=1

d3rid
3pi exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)
(3.11)

で与えられる。従って、任意の一つの粒子（ここでは 1番目の粒子とし

よう）の運動量が図 3.1(a)のような運動量空間の微小体積 d3p1 の中に

ある確率 P (p1)d
3p1は (3.11)を ri(1 ≤ i ≤ N)と pi(2 ≤ i ≤ N)につい

て積分してしまうことによって得られる。

P (p1)d
3p1 =

d3p1

N !h3NZ

{
N∏
i=1

∫
V

d3ri

}

×

{
N∏
i=2

∫ ∞

−∞
d3pi

}
exp

(
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

)

=

exp

(
−β p2

1

2m

)
∫ ∞

−∞
d3p1 exp

(
−β p2

1

2m

)d3p1 =

(
β

2πm

)3/2

e
−
βp2

1

2m d3p1 (3.12)

これを１粒子分布関数と呼ぶ。2 粒子の運動量が図 3.1(a)のような運動
2もちろん、この結果は 1個の粒子に対してカノニカル分布を適用すれば自明である。しかし、
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3
v

図 3.1: (a) 一粒子運動量空間の微小体積、(b) 一粒子速度空間の微小体積

量空間の微小体積 d3pの中にある確率は

P (p)d3p =
1

(2πmkBT )3/2
exp

(
− p2

2mkBT

)
d3p (3.13)

これより、粒子の速度が図 3.1(b)のような速度空間の微小体積 d3vの中

にある確率は

p(v)d3v =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
d3v (3.14)

で与えられる。速度空間の微小体積 d3vの中の速度を持つ粒子数はこれ

に全粒子数N をかけて得られる。これを f(v)d3vと書くと

f(v)d3v = N

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
d3v (3.15)

となる。これをマックスウェル・ボルツマンの速度分布則という。

平均二乗速度
⟨
v2
⟩
は ⟨

v2
⟩
=
⟨
v2x
⟩
+
⟨
v2y
⟩
+
⟨
v2z
⟩

(3.16)

統計力学は十分に多くの粒子を含む系に対して成り立つことを考えると、１個の粒子だけからなる
系に統計力学を適用して正しい結果が得られる事は自明ではない。そもそも、粒子間に相互作用の
ある実在気体では、１個の粒子だけを考えても意味がなく、このような形でしか一粒子分布関数を
定義することができない。
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となるが、等方性から
⟨
v2x
⟩
=
⟨
v2y
⟩
=
⟨
v2z
⟩
なので

⟨
v2
⟩
= 3

⟨
v2x
⟩
= 3

(
m

2πkBT

)3/2 ∫ ∞

−∞
dvx

∫ ∞

−∞
dvy

∫ ∞

−∞
dvzv

2
x

× exp

(
− mv2x
2kBT

)
exp

(
−
mv2y
2kBT

)
exp

(
− mv2z
2kBT

)

=
3

2

(
m

2πkBT

)1/2
√
π

(
2kBT

m

)3

=
3kBT

m
(3.17)

となる。ここで、ガウス積分の公式 (2.15)とこれを aで微分して得られる∫ ∞

−∞
x2 exp(−ax2)dx =

1

2

√
π

a3
(3.18)

を用いた。

これを用いて平均運動エネルギーは⟨
1

2
mv2

⟩
=

3kBT

2
(3.19)

で与えられ、１自由度あたり
kBT

2
だけのエネルギーが分配されることが

わかる。これをエネルギー等分配則という。3

粒子の速さ v = |v|が v ∼ v + dv の間にある確率 p̂(v)dv は、v 空間の

極座標で積分を表現し、角度部分の積分を実行すれば以下のように得ら

れる。

p̂(v)dv =

(
m

2πkBT

)3/2

exp

(
− mv2

2kBT

)
4πv2dv (3.20)

これを図 3.2に示す。確率密度 p̂(v)が最大になる速度 vmax は

dp̂(v)

dv
= 0 (3.21)

3こういう風に名前がついていると非常に一般的な法則のように見えるかもしれないが、これは
エネルギーが運動量や座標の２次式で与えられている系を古典的に扱った場合にだけ得られる結果
で、法則と言うほど大げさなものではない。ただ、色々な場合にエネルギーのおおざっぱな評価を
するときに役に立つので、適用限界をしっかり認識した上で頭に入れておいた方がよい。
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(2kBT/m)1/2

p(v)^

=v/vmax

v=vmax

図 3.2: 粒子の速さ vの分布

より

v = vmax =

√
2kBT

m
(3.22)

で与えられる。4 元の速度分布関数 (3.14)を見ると v = 0で最大値を取

るので、いくら高温でも速度の遅い分子ほど数が多いように見え、一見

奇妙に思えるが、速度の絶対値で見れば v = vmaxのあたりの速さを持つ

分子が一番多い。

3.2 二準位系

統計力学の使い方になれるには、最も簡単な系から始めるのがよいだろう。

そこで、図 3.3のように各原子が二つだけのエネルギー準位を持っている系の集

まりを考える。この系は簡単であるにもかかわらず、後から述べるいくつもの

重要な系に応用できるということもあるので、少し丁寧にこの系の取り扱い方

を説明する。一つの二準位系の二つの状態を区別するために、量子数 n(= 0, 1)

を導入しよう。基底状態を n = 0とし、励起状態を n = 1とする。状態 |n⟩の
エネルギーを Enと書き、E0 = 0、E1 = ϵ(> 0)とする。N 個の二準位系があ

4これは
√

⟨v2⟩ とは異なることに注意しておこう。
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図 3.3: 二準位系

るとき、i番目の二準位系の状態を表す量子数を ni(i = 1, ..., N)とする。まず

この系をカノニカル分布で取り扱うことを考えよう。

カノニカル分布での扱い

全エネルギー E はすべての ni の組 {ni}を定めると決まり

E =

N∑
i=1

Eni (3.23)

で与えられる。これを用いて分配関数 Zを計算し、それを基に種々の熱力学的

量を求める。

1. 分配関数

(2.5)における和はすべての状態についてとるのだから、ni(i = 1, ..., N)

のそれぞれが 0の状態と 1の状態について和をとることになる。すなわち、

Z =
1∑

n1=0

1∑
n2=0

....
1∑

nN=0

exp

{
−β

N∑
i=1

Eni

}
(3.24)

である。これは次のように計算できる

Z =

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN=0

N∏
i=1

exp {−βEni} (3.25)
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ni についての和は、異なる iについては独立にとれるので

Z =
N∏
i=1

(
1∑

ni=0

exp(−βEni)

)

=
N∏
i=1

(exp(−β · 0) + exp(−βϵ)) =
(
1 + e−βϵ

)N
(3.26)

が得られる。ここで、1+e−βϵは一個の二準位系の分配関数とみなせる5。

2. 自由エネルギー

定義 (2.42)に基づき

F (T ) = −kBT lnZ = −kBTN ln(1 + e−βϵ) (3.27)

が得られる。ここで、−kBT ln(1+ e−βϵ)は一個の二準位系の自由エネル

ギーとみなせる。

3. 内部エネルギー

(2.43)を用いると

U(T ) = − ∂

∂β
lnZ = − ∂

∂β
N ln(1 + exp(−βϵ))

=
Nϵ exp(−βϵ)
1 + exp(−βϵ)

=
Nϵ

1 + expβϵ
. (3.28)

が得られる。

4. 熱容量

5統計力学は一個の系について成り立つとは言えないので、これはあくまでも見なせるだけであ
る。この例のように、一般に N 個の互いに相互作用していない部分系からなる巨視的な系につい
ては Z = zN1 が成り立つ。ここで、z1 は一個の部分系の分配関数である。
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カノニカル分布では (2.54)を用いるのが簡単である。すると

C(T ) =
∂

∂T

Nϵ

1 + expβϵ

=
∂β

∂T

∂

∂β

Nϵ

1 + expβϵ
=

(
− 1

kBT 2

)(
− Nϵ2 expβϵ

(1 + expβϵ)2

)
=

N

kBT 2

ϵ2(
exp

βϵ

2
+ exp

(
−βϵ

2

))2 =
N

4kBT 2

ϵ2

cosh2
βϵ

2

(3.29)

という表式が得られる。この温度依存性をもう少し具体的に見ておこう。

物理量の振る舞いを把握するには、まず色々な極限での振る舞いを押さ

えておくとわかりやすい。そこで、低温極限と高温極限を調べてみよう。

今、エネルギーの次元を持つ量は kBT と ϵだけなので、低温・高温とは

kBT が ϵに比べて小さいか大きいかで分けることになる。

(a) 低温極限　 kBT ≪ ϵ (βϵ≫ 1)

このとき (3.29)で cosh
βϵ

2
≃ 1

2
exp

βϵ

2
なので

C(T ) ≃ Nϵ2

kBT 2
e−βϵ (3.30)

が得られる。温度が ϵより低くなると熱容量は指数関数的に急激に

小さくなることが分かる。これは、励起状態にある確率がボルツマ

ン因子 e−βϵ に比例して小さくなることを反映している。

(b) 高温極限　 kBT ≫ ϵ (βϵ≪ 1)

この場合 cosh
βϵ

2
≃ 1なので

C(T ) ≃ Nϵ2

4kBT 2
(3.31)

が得られる。高温では、それ以上エネルギーを吸収する高いエネル

ギーの準位がないので、熱容量は減少する。高温で T−2に比例する

振る舞いが二準位系の熱容量の特徴の一つである。
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図 3.4: 二準位系の熱容量

全温度領域での振る舞いを図にすると図 3.4のようになる。このような

振る舞いをショットキー型比熱と呼び、このような振るまいが観測され

た場合、熱容量の温度依存性から励起エネルギーの大きさを見積もるこ

とができる。

以下の節では、この簡単な系を素材として、いくつかの計算法を紹介しよう。

ミクロカノニカル分布での扱い

ミクロカノニカル分布で考える時には、エネルギー一定の条件下で、エント

ロピーを求めることが出発点になる。本来、エントロピーは内部エネルギーの

関数として求められるが、内部エネルギーは直接の観測量ではなく、温度を決

めて物理量を測定することになるので、実際の応用上は温度の関数として色々

な物理量を求めたいのが普通である。そのためにはエントロピーと温度の関係

(2.34)を用いる。

まず、全エネルギー E を与えた時の状態数W (E)を数えるために、基底状

態にある原子数を N0、励起状態にある原子数を N1 としよう。N = N0 +N1

である。この時、E = N1ϵなので、Eが一定ということはN1を一定にするこ

47



とと同じである。従って全エネルギーが E の状態数は

W (E) =N CN1 =
N !

N1!(N −N1)!
(3.32)

で与えられる。従ってエントロピーは (2.29)より

S(E) = kBlnW (E) = kBln
N !

N1!(N −N1)!
(3.33)

である。ここでスターリングの公式を用いると

S(E) = kB {N lnN −N1lnN1 − (N −N1)ln(N −N1)} (3.34)

となる。ここで、(2.34)を用いると、温度 T は

1

T
=
∂S(E)

∂E
=

1

ϵ

∂S(E)

∂N1
(3.35)

=
1

ϵ
kBln

N −N1

N1
(3.36)

で与えられる。これをN1 について解くと

N1 =
N

1 + exp(ϵ/kBT )
(3.37)

が得られる。従って、内部エネルギー U は

U = ϵN1 =
Nϵ

1 + exp(ϵ/kBT )
(3.38)

で与えられる。これは、カノニカル分布で求めた (3.28)と同じである。

最大項の方法

この方法は、分配関数の和の中で、示量変数についての和は最も重要な項を

取れば十分であることを利用する。分配関数は

Z =
∑
N1

W (E(N1)) exp(−βE(N1))

=
∑
N1

e−β(E(N1)−TS(E(N1)) (3.39)
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で与えられる。この和の各項は、N1 がそれぞれの値を取る確率に比例してい

るが、N1は巨視的な量なので、N1の値が e−β(E(N1)−TS(E(N1))を最大にする

N1 の値N1max の前後 O(N1/2)程度の範囲の項のみが重要である。従って

Z ≃ exp(−β(E(N1max)− TS(E(N1max)))×O(
√
N) (3.40)

と評価できる。ここで、N1max は

∂

∂N1
{E(N1)− TS(E(N1))}

∣∣∣∣
N1=N1max

= 0 (3.41)

すなわち

∂

∂N1
{ϵN1 − TS(E(N1))}

∣∣∣∣
N1=N1max

= 0 (3.42)

を満たすように定まる。従って

ϵ

T
=
∂S(E(N1))

∂N1

∣∣∣∣
N1=N1max

(3.43)

でなくてはならない。これは、ミクロカノニカルアンサンブルを用いて得た式

(3.35)と同じである。

なお、(3.40)を用いて、F = −kBT lnZ の関係から自由エネルギーを求める
場合、

F = E(N1max)− TS(E(N1max)) +O(lnN) (3.44)

となるが、N →∞の極限では、第１項、第２項がN に比例する示量的な量で

あるにに対し、第３項は limN→∞(lnN)/N = 0を考慮すれば無視できる。こ

の項は、分布の幅
√
N から来た量なので、自由エネルギーの計算のためには最

大項１項だけを取れば十分であることが分かる。

3.3 常磁性体

物質の磁性を担うものは電子の量子力学的な角運動量であり、電子の軌道角

運動量 ~Lと、電子のスピン角運動量 ~Sの二つがある6。ここでは、最も簡単
6L や S そのものが角運動量になるように ~ をつけずに定義することもあるが、ここでは、L

や S は無次元量となるように定義した。
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な絶縁体の磁性について考え、スピン角運動量の寄与のみを考えることにする。

電子のスピン角運動量は次のような性質を持っている

• 大きさは決まっている。電子の場合、S =
1

2

• z方向成分は Sz =
1

2
と Sz = −1

2
の二通りしかない。

• 磁気モーメント µ = −gµBS を持つ。ここで µB は

µB =
e~
2m
≃ 9.274015× 10−24J/T (3.45)

で定義されるボーア磁子である。また、g は磁気回転因子と呼ばれ、真

空中の電子では g ≃ 2.0023である。7

磁場中での磁気双極子のハミルトニアンは、以下のように書ける。これを

ゼーマンエネルギーと呼ぶ。

H = −µ ·H = gµBS ·H = gµBS
zH (3.46)

ここで、磁場方向を z軸にとり、H = Hẑとした。

磁性体を構成する一つ一つの原子を磁性原子と呼ぶことにする（一般には分

子やイオンの場合が多いがここではそれらも含めて磁性原子とよぶことにする）

磁性原子内では Sz =
1

2
の電子の数 n↑ と Sz = −1

2
の電子の数 n↓ が異なり、

原子として S =

∣∣∣∣n↑ − n↓2

∣∣∣∣のスピンを持つことになる。
ここでは、S =

1

2
の磁性原子 N 個からなる系を考える。この時、系の状態

は Sz =
1

2
の状態（以下 ↑と呼ぶ）と Sz = −1

2
（以下 ↓と呼ぶ）の二つしかな

い。従ってエネルギー準位は E = ±gµBH

2
の二つの準位に分裂する。これを

ゼーマン効果と呼ぶ。この結果、磁場中の S =
1

2
の磁性原子は２準位系と見

7µB の式で、電子の質量 m を核子の質量 mn に置き換えてみれば分かるように、核子の磁気
モーメントは電子よりずっと小さいので、通常は無視できる。また、真空中の g の値は、理論的
にも実験的にも高い精度で信頼できる値が求められているが、物質中での実効的な値は軌道角運動
量との相互作用のため、この値から大きくずれることがある。
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なせる。もちろん、一般には、磁性原子の間には相互作用が生じるが、ここで

は無視する8。

磁場中の N 個の磁性原子からなる系を考えよう。全エネルギーは、各磁性

原子のゼーマンエネルギーの和であり

E =
N∑
i=1

gµBS
z
iH (3.47)

と表される。

1. 分配関数 Z

分配関数の計算においては、すべての Sz
i について Sz

i = ±1
2 の二つの状

態にわたって和を取ることになるので、Z は以下のようになる。

Z =
∑

Sz
1=± 1

2

∑
Sz
2=± 1

2

....
∑

Sz
N=± 1

2

exp

{
−β

N∑
i=1

gµBS
z
iH

}

=

{
exp

(
−βgµBH

2

)
+ exp

(
βgµBH

2

)}N

=

{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}N

(3.48)

ここで 2cosh

(
gµBH

2kBT

)
は一個の磁性原子の分配関数とみなせる。

2. 自由エネルギー F

(2.42)を用いて

F (T ) == −NkBT ln
{
2cosh

(
gµBH

2kBT

)}
(3.49)

と与えられる。この表式は一見、二準位系の自由エネルギー (3.27)と異

なるように見えるが、エネルギーの原点をずらせば、ϵ = gµBH の二準

位系の分配関数と同等になっていることが分かる。
8このような磁性原子間の相互作用が磁性体の相転移を引き起こす。このような相転移現象は統

計力学のもっとも興味深い対象の一つであり、第 8 章で詳しく議論する。
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3. 内部エネルギー U

(2.43)を用いると

U(T ) = −NgµBH

2
tanh

βgµBH

2
(3.50)

が得られる。これも、エネルギーの原点をずらせば２準位系での表式 (3.28)

と一致する。

4. エントロピー

(2.51)を用いると

S(T ) = NkB

ln{2cosh(gµBH

2kBT

)}
− gµBH

2kBT

sinh

(
gµBH

2kBT

)
cosh

(
gµBH

2kBT

)
 (3.51)

が得られる。ここで S(T )は次のようにH/T だけの関数になっている事

に注意しよう。

S(T ) = NkBf

(
gµBH

2kBT

)
, f(x) = ln (2coshx)− x sinhx

coshx
(3.52)

このことを用いて常磁性体を冷却することができる。強い磁場をかけて

温度 T の熱平衡状態にし、断熱的に磁場を切る事を考える。断熱過程で

は、S は一定なのでH/T が一定でなくてはならない、このため T がH

に比例して下がり低温が得られる。これを断熱消磁と呼ぶ。9

5. 熱容量

(2.54)を用いると

C(T ) =
N(gµBH)2

4kBT 2

1

cosh2
βgµBH

2

(3.53)

9実際には磁場を 0 にしても、磁性原子間の相互作用のため、磁場を切っても温度を完全に 0
にすることはできない。従って、極低温を得るためにはスピン間相互作用の小さい原子核のスピン
の断熱消磁（核断熱消磁）が使われる。
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が得られる。この表式は、二準位系の熱容量 (3.29)で、ϵ = gµBH と置

いたものに等しい。エネルギーの基準点を変えても観測量である熱容量

には影響を与えないからである。

6. 磁化

磁気的な量は、単なる二準位系では出てこない、磁性体特有の量である。

まず、磁化M をどのように計算するかを考えてみよう10。巨視的な磁化

はすべての磁性原子の磁気双極子モーメントの和の期待値なので

M =

⟨
−gµB

N∑
i=1

Sz
i

⟩
=

1

Z

∑
Sz
1=± 1

2

∑
Sz
2=± 1

2

....
∑

Sz
N=± 1

2

(
−

N∑
i=1

gµBS
z
i

)

× exp

{
−β

N∑
i=1

gµBS
z
iH

}
(3.54)

で与えられる。ここで、分配関数Zの表式 (3.48)をHで微分してみると

∂Z

∂H
=

∑
Sz
1=± 1

2

∑
Sz
2=± 1

2

....
∑

Sz
N=± 1

2

(
−β

N∑
i=1

gµBS
z
i

)

× exp

{
−β

N∑
i=1

gµBS
z
iH

}
= βZM (3.55)

であることが分かる。従って

M =
kBT

Z

∂Z

∂H

∣∣∣∣
T

= kBT
∂lnZ

∂H

∣∣∣∣
T

= − ∂F

∂H

∣∣∣∣
T

(3.56)

であり、これを用いると

M =
NgµB

2
tanh

gµBH

2kBT
(3.57)

が得られる。磁化を磁場の関数としてプロットしたものを磁化曲線と呼

ぶ。図 3.5は (3.57)に基づいて描いた独立なN 個の磁性原子からなる常
10磁化M はもちろんベクトル量であるが、ここでは、磁場を z 方向にかけているので、磁化
も z 方向成分しか生じないとしてM = Mẑ とおき、以下ではM を磁化と呼ぶ。
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図 3.5: 常磁性体の磁化曲線

磁性体の磁化曲線である。磁場によるゼーマンエネルギーが kBT に比べ

て小さい領域では、磁化は磁場に比例するが、磁場を十分強くすると一定

の値（すべてのスピンが磁場の方向にそろった時の値
NgµB

2
）に近づく。

7. 帯磁率（磁化率）

磁場が弱い時、磁化は磁場に比例する。この比例係数を帯磁率（あるい

は磁化率）χと呼ぶ。これを求めてみよう。H が十分小さいとき (3.57)

を tanhx ≃ x (| x |≪ 1)を用いてH の一次のオーダーまで展開すると

M =
N(gµB)

2

4kBT
H (3.58)

となり、

χ = lim
H→0

M

H
=
N(gµB)

2

4kBT
(3.59)

が得られる。一般に、磁性原子間に相互作用のない常磁性体では帯磁率

は温度に反比例する。これをキュリーの法則と呼ぶ。単純にこれを図示

すると図 3.6のようになるが、これをぱっと見ただけでは、温度の何乗

に反比例しているのか分かりづらい。そこで、図 3.7の左のように χの

逆数を温度に対してプロットすると、キュリーの法則を満たしているか
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図 3.6: キュリーの法則

どうかが一目瞭然となる。また、図 3.7の右のように χT をプロットすれ

ばこれも定数になるはずなので分かりやすい。もちろん実際の磁性体で

は、いつもこの通りになるわけではないが、このようなプロットをすれ

ば直線からのずれが理想的な常磁性体からのずれを表していることにな

るので、ずれているかどうかもわかりやすくなる。

上では、(3.56)の関係を磁性原子間に相互作用がない場合に導いたが、これ

は一般の磁性体においても成り立つ熱力学的関係式である。これを導いておこ

う。ただし、簡単のため磁性体自身の磁場のないときのハミルトニアンH0 と

磁化の演算子 M̂ は可換とし、次の事が成り立つとする。

• H0の固有値を Eα、固有状態を |α⟩と書く。すなわち、H0 |α⟩ = Eα |α⟩

• 状態 |α⟩における磁化をMα とする。すなわち M̂ |α⟩ =Mα |α⟩

• 磁性体と磁場の相互作用エネルギーはゼーマンエネルギー−HM̂ で与え
られる。

この場合、磁場中での分配関数 Z(H)は

Z(T,H) =
∑
α

exp (−β(Eα −HMα)) (3.60)
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図 3.7: 常磁性体の帯磁率の逆数の温度依存性 (左）と χT の温度依存性（右）

で与えられる。常磁性体の場合にならって、これをH で微分してみよう。

1

βZ(T,H)

∂Z(T,H)

∂H

∣∣∣∣
T

=
1

βZ(T,H)

∑
α

βMα exp (−β(Eα −HMα))

=
1

Z(T,H)

∑
α

Mα exp (−β(Eα −HMα)) = ⟨M⟩ (3.61)

従って (2.42)に注意すると (3.56) が得られる。すなわち、(3.56)は一般の磁性

体で磁化を自由エネルギーから求める式になっている。

3.4 ゴム弾性

ゴムはポリマー（多量体）すなわち多数のモノマー（単量体）が重合したも

のである。このモノマーの間の角度は図 3.8の左に示すように比較的自由に回

転できる。これを図 3.8の右のように簡単にモデル化して考えてみよう

• １つの単量体は２通りの方向しか向けないとする。そこで、図 3.8の右

に示すように、これを長さ aの矢印（→ ←）で表すことにしよう。

• どちら向きの時もエネルギーは同じで 0とする
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図 3.8: ゴム（左）とその簡単化したモデル（右）

ミクロカノニカルアンサンブルによる計算

この設定のもとに、まず、全長 Lの関数としてエントロピーを計算してみよ

う。モノマーの全数をN、右向きのモノマーの数をNRとすると、左向きのモ

ノマーの数はNL = N −NRである。また、ポリマーの右端と左端のあいだの

距離すなわちポリマーの長さは L = NRa−NLaで与えられる。従って、N と

Lを与えるということはNRとNLを与えることになるから、長さが Lのとき

のエントロピーは

S(L) = kBlnW = kBln
N !

NR!(N −NR)!

= kB(N lnN −N −NRlnNR +NR

− (N −NR)ln(N −NR) + (N −NR))

= kB(N lnN −NRlnNR − (N −NR)ln(N −NR)) (3.62)

であたえられる。

ゴムの張力をX とすると、長さを dLだけ伸ばすのに必要な仕事はXdLな

ので、熱力学の第１法則は

dU = XdL+ TdS (3.63)

と書ける11。今考えているモデルでは U = 0なので dU = XdL+ TdS = 0が

11気体の場合の dU = −pdV + TdS に対応する。圧力の項と張力の項では符号が異なることに
注意。
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図 3.9: ゴムのモデルにおける張力X と長さ Lの関係。

得られる。従って、張力X は

X = −T ∂S
∂L

= − T
2a

∂S

∂NR

=
kBT

2a
ln

NR

(N −NR)
(3.64)

で与えられる。これをNR について解くと

NR = N
1

1 + exp
(
− 2aX

kBT

) (3.65)

が得られるので、Lは

L = (2NR −N)a = Natanh
aX

kBT
(3.66)

となる。X が十分大きいときは L = Naに近づくが、これはゴムが伸びきった

状態に対応する。一方、X の小さい極限では

L ≃ Na2

kBT
X (3.67)

すなわち

X ≃ kBT

Na2
L (3.68)
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おもり

ゴム

M

L

図 3.10: ゴムとそれを引っ張るおもり。

となり、フックの法則が成り立つことが分かる。ただし、このモデルでは自然

長が 0になってしまう。実際のゴムでは張力がなくても有限の長さを保ってい

るので、この点は理論として改良の余地がある。ただし、日常経験するように

ゴムは自然長より遙かに長く伸びるので、そのような状態では自然長は無視す

ることができる。全領域でのX と Lの関係を図 3.9に示す。

このモデルにはエネルギーの効果が全くないのに、弾性が生じている。この

ような弾性をエントロピー弾性と呼ぶ。エントロピーの寄与は温度 T に比例す

るので、(3.68)の係数は温度に比例し、同じ長さにのばすのに温度が高い方が

大きな力がいることがわかる。すなわち、ゴムは高温で硬くなる。これは実験

事実と一致している。

カノニカル分布での計算

同じモデルを張力 X 一定のカノニカル分布で考えてみよう。張力の効果を

わかりやすくするため、図 3.10に示すように、ゴムにおもりをつけ、このゴム

とおもりを合わせた系にカノニカル分布を適用することにする。おもりの質量

をM とすると、全エネルギーは

E = −MgL = −XL (3.69)
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s1=1 s2=1

s3=−1 s4=1

図 3.11: ゴムの微視的状態と変数 si。

で与えられる。ここで、張力X がX =Mgと与えられる事を使った。

分配関数の計算では、系の取り得る微視的状態をすべて数え上げる必要があ

るので、図 3.11のように i番目の単量体が右向きか左向きかを区別する量 si

を考えると便利である。すなわち、

右向きのとき si = 1

左向きのとき si = −1
(3.70)

とする。このとき、全長 Lは

L =
N∑
i=1

sia (3.71)

で与えられ、全エネルギーは si を用いて

E = −X
N∑
i=1

sia (3.72)

と表される。これを使うと、種々の熱力学的量は次のように計算できる。

1. 分配関数

Z =
∑

s1=±1

∑
s2=±1

....
∑

sN=±1

exp

{
βX

N∑
i=1

asi

}
= {exp (−βXa) + exp (βXa)}N (3.73)
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2. 長さ Lの期待値

L =

⟨
N∑
i=1

asi

⟩
=

1

βZ

∂Z

∂X
=

1

β

∂lnZ

∂X

= Natanh
Xa

kBT
(3.74)

これは (3.66)と一致する。

3.5 調和振動子

N 個の調和振動子の集団

H =
N∑
i=1

[
p2i
2mi

+
miω

2
i q

2
i

2

]
(3.75)

の統計力学を考えよう。i (i = 1, ..., n)は調和振動子につけた番号である。そ

れぞれの振動子の質量mi、固有振動数 ωi は iによってもよいとする。

古典力学的取り扱い

まず、この系を古典統計力学で扱ってみよう。

1. 分配関数と自由エネルギー
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分配関数は、ボルツマン因子を位相空間で積分することにより

Z =
1

hN

∫ ∞

−∞
dq1...

∫ ∞

−∞
dqN

∫ ∞

−∞
dp1...

∫ ∞

−∞
dpN

× exp

(
−β

N∑
i=1

{
p2i
2mi

+
miω

2
i q

2
i

2

})

=
1

hN

∫ ∞

−∞
dp1 exp

(
− βp

2
1

2m1

)
...

∫ ∞

−∞
dpN exp

(
− βp

2
N

2mN

)
×
∫ ∞

−∞
dq1 exp

(
−βω

2
1m1q

2
1

2

)
...

∫ ∞

−∞
dqN exp

(
−βω

2
NmNq

2
N

2

)
(3.76)

であたえられる。ここでガウス積分の公式 (2.15)を用いて q1...qN , p1...pN

について積分を実行すると

Z(T ) =
1

hN

N∏
i=1

(√
2πmi

β

√
2π

βmiω2
i

)

=
N∏
i=1

(
kBT

~ωi

)
= (kBT )

N
N∏
i=1

(
1

~ωi

)
(3.77)

自由エネルギーは

F (T ) = −kBT lnZ(T ) = −kBT
N∑
i=1

ln
kBT

~ωi
(3.78)

で与えられる。特に、すべての振動子の固有振動数が等しい場合 (ωi =

ω)は

Z =

(
kBT

~ω

)N

(3.79)

F (T ) = −kBT lnZ(T ) = −NkBT ln
kBT

~ω
(3.80)

となる。ここで、(2.9)では全体をN !で割っているのに、なぜ (3.76)で
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は割らなくてもいいか考えてみよう12。 調和振動子の場合、理想気体と

異なり、それぞれの粒子はポテンシャルの中に閉じこめられているので、

粒子は互いに入れ替わることができない。このため、(3.76)の積分には

粒子を入れ替えた配置はそもそも含まれていないので、N !で割る必要は

ないのである。

2. 内部エネルギー

(2.43)より内部エネルギー U は

U = − ∂

∂β

(
−N lnβ +

N∑
i=1

ln

(
1

~ωi

))
=
N

β
= NkBT (3.81)

と与えられる。この結果から、１振動子あたり kBT が分配されている、

すなわち pi に kBT/2、qi に kBT/2が分配されるという等分配則が成り

立っていることがわかる。この結果は ωiによらず、自由度の数だけで決

まっていることに注意しよう。

3. 熱容量

(2.54)より

C =
∂U

∂T
= NkB (3.82)

が得られる。理想気体の場合と同じように温度によらない一定の熱容量を持つ

ことが分かる。

量子力学的取り扱い

次にこの系を量子力学的に取り扱ってみよう。量子力学で学んだように i番

目の調和振動子のエネルギー (i = 1, ..., N)は図 3.12に示すように

Ei = ~ωi

(
ni +

1

2

)
, ni = 0, 1, 2, ...∞ (3.83)

12実際、(3.80)はこのままで N に比例する示量的な表式になっており、Z を N !で割ってしま
うと返って示量性が失われてしまう。
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h/ ω1
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h/ ω2
h/ ω3 h/ ωΝ
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図 3.12: 調和振動子のエネルギー準位

と量子化されている。この表式は ~ωiのエネルギーの塊（エネルギー量子）が

ni 個ずつあると解釈することができる。N 個の調和振動子の全エネルギーは

これらの和であり

E(n1, n2, ..., nN ) =
N∑
i=1

Ei =
N∑
i=1

~ωi

(
ni +

1

2

)
(3.84)

と与えられる。これをもとに、熱力学的諸量を求めてみよう。

1. 分配関数

それぞれの調和振動子の取り得るすべての状態についてボルツマン因子

の和をとればいいので

Z =
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

...
∞∑

nN=0

exp

(
−β

N∑
i=1

~ωi

(
ni +

1

2

))

=
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

...
∞∑

nN=0

N∏
i=1

exp

(
−β~ωi

(
ni +

1

2

))

=

N∏
i=1

∞∑
ni=0

exp

(
−β~ωi

(
ni +

1

2

))
(3.85)

である。ここで、niについての無限和が、公比 exp (−β~ωi)の等比級数
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の形になっていることに注意すると

∞∑
n=0

exp

(
−β~ω

(
n+

1

2

))
= e−

β~ω
2

∞∑
n=0

(
e−β~ω)n

=
e−

β~ω
2

1− e−β~ω =
1

e
β~ω
2 − e− β~ω

2

=
1

2sinhβ~ω
2

(3.86)

が得られる。これを用いて分配関数は

Z =

N∏
i=1

1

2sinhβ~ωi

2

(3.87)

自由エネルギーは

F = −kBT lnZ = kBT
N∑
i=1

ln

(
2sinh

β~ωi

2

)
(3.88)

となる。特に、すべての振動子が同じ固有振動数を持つ場合は ωi = ωな

ので

Z =

(
1

2sinhβ~ω
2

)N

(3.89)

F = NkBT ln

(
2sinh

β~ω
2

)
(3.90)

となる。

2. 内部エネルギー

(2.43)より

U =
N∑
i=1

~ωi

2
coth

β~ωi

2

=
N∑
i=1

~ωi

(
1

eβ~ωi − 1
+

1

2

)
(3.91)
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となる。特に ωi = ωの場合は

U = N~ω
(

1

eβ~ω − 1
+

1

2

)
(3.92)

である。

内部エネルギーを (3.91)の形に書いておくとそれぞれの項が持つ物理的

な意味が分かりやすい。

1

eβ~ωi − 1
= ⟨ni⟩ (3.93)

は熱的に励起されたエネルギー量子の数の期待値を表している。この項

は T → 0で 0になる。残りの 1
2 は零点振動の寄与である。

3. 熱容量

(2.54)より

C =
N∑
i=1

(~ωi)
2

kBT 2

1

4sinh2
β~ωi

2

(3.94)

が得られる。ωi = ωの場合は

C =
N(~ω)2

kBT 2

1(
e

β~ω
2 − e− β~ω

2

)2 =
N(~ω)2

4kBT 2

1

sinh2
β~ω
2

(3.95)

である。具体的な温度依存性は ωi の分布によるが、ωi = ω の場合につ

いて、熱容量の温度依存性の概略を見ておこう。

(a) 低温極限 (kBT ≪ ~ω, β~ω ≫ 1)

この場合、sinh
β~ω
2
≃ 1

2
exp

(
β~ω
2

)
なので、

C ≃ N(~ω)2

kBT 2

1(
e

β~ω
2

)2 =
N(~ω)2

kBT 2
e
−

~ω
kBT (3.96)
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図 3.13: 調和振動子の熱容量の温度依存性

が得られる。この振る舞いは２準位系の低温での振る舞いと同じで

ある。実際、ni = 2以上の準位はエネルギーが高いので 低温では

これらの寄与は無視でき、下の二つの準位 (ni = 0, 1)のみの寄与で

熱容量が定まるのでこのようになると考えられる。

(b) 高温極限 (kBT ≫ ~ω, β~ω ≪ 1)

この場合、sinh
β~ω
2
≃ β~ω

2
なので、

C ≃ N(~ω)2

4kBT 2

1(
β~ω
2

)2 = NkB (3.97)

が得られる。この場合、古典極限の値に近づいていることに注意し

よう。温度が高ければ kBT ≫ ~ωとなるので、離散的な準位の間隔
は無視でき、エネルギーが量子化されていることは忘れてよいこと

になる。

全温度領域での熱容量の温度依存性を図 3.13に示す。

67



図 3.14: アインシュタインモデル

3.6 固体の格子比熱

固体の中には様々な自由度が存在し、それぞれが比熱に寄与する。ここでは、

調和振動子の統計力学の応用として結晶格子の振動による比熱を調べてみる。

アインシュタインモデル

まず、格子振動の最も簡単化したモデルとして、図 3.14のように、各格子点

の周りで原子が固有振動数 ωで単振動していると考えてみよう。原子の変位は

３方向成分があるので 3N 個の調和振動子があることになる。古典的に考える

と (3.81)で、N を 3N で置き換えればよく

C = 3NkB (3.98)

が得られる。これをデュロン-プティの法則と呼び、十分高温では実験と一致す

る。しかし実験的には低温では固体の比熱はこの値より下がり、絶対零度に近

づくにつれ 0に近づくことが知られている。この点を改善するため、このモデ

ルを量子力学的に考えてみる。

量子力学的にも、(3.95)で、N を 3N で置き換えればよいので、次の結果が

得られる。

C =
3N(~ω)2

4kBT 2

1

sinh2
β~ω
2

(3.99)

低温、高温の極限は
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3)

図 3.15: アインシュタインモデルの比熱の温度依存性

1. 高温極限 (kBT ≫ ~ω, β~ω ≪ 1)

sinh
β~ω
2
≃ β~ω

2
と近似できるので (3.98)を再現する事は容易に分かる。

2. 低温極限 (kBT ≪ ~ω, β~ω ≫ 1)

C ≃ 3N(~ω)2

kBT 2
e
−

~ω
kBT (3.100)

これを図にすると図 3.15のようになり、低温でデュロン-プティの値より

下がる事を説明できる。しかし、実験的には低温での熱容量は T 3に比例

し、アインシュタインモデルの熱容量は実験より下がりすぎている。こ

の点は以下に述べるデバイモデルを用いることにより解決される。

デバイモデル

アインシュタインモデルでは各原子は独立に単振動しているとしたが、実際

には原子は互いに力を及ぼし合っているので独立な調和振動子ではない。図

3.16のようなバネでつながった質点系と同様に、N 個の原子が連成振動を行っ

ているはずである。これはとりもなおさず音波である。すなわち、固体中の格
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図 3.16: デバイモデル

ri
0

ui

ri

O

図 3.17: 結晶格子とその変位

子振動を取り扱うには、固体中の音波の集団を取り扱う必要がある。そのため

には一つ一つの原子の、つりあいの位置からの変位を記述しなくてはならない。

そこで、 i番目の原子の位置を図 3.17に示すように

ri(t) = r0i + ui(t) (3.101)

と表そう。r0i は i番目の原子の釣り合いの位置であり、周期的な結晶格子をか

たちづくり、時間変化はしない。uiは i番目の原子の変位であり。これが振動

する。

ここで、固体を連続的な媒質と近似しよう。これを連続体近似という。この

様な記述は、音波の波長が格子間隔より十分長ければ許されるはずである。た

だし、この場合、記述法をすこし変えた方がよい。連続媒質なのだから、原子

に番号付けをするのはやめ、図 3.18のように、釣り合いの状態で位置 rにあっ
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r r+u(r,t)

O

u(r,t)

図 3.18: 連続体近似での表記法

た原子の変位を u(r, t)と書くことにする。すなわち、r0i ⇒ r、ui(t)⇒ u(r, t)

と書き換える。

u(r, t)を rについて以下のようにフーリエ展開する。

u(r, t) =
1√
N

∑
k

uk(t)e
ikr (3.102)

ここで、u(r, t)が実数であるためには u−k = u∗
k でなくてはならないことに

注意しよう。さらに、計算を簡単にするため、周期的境界条件

u(x, y, z, t) = u(x+ L, y, z, t)

= u(x, y + L, z, t) = u(x, y, z + L, t) (3.103)

を課すことにする。各フーリエ成分がこれを満たすには

eikr = ei(kxx+kyy+kzz) = ei(kx(x+L)+kyy+kzz)

= ei(kxx+ky(y+L)+kzz) = ei(kxx+kyy+kz(z+L)) (3.104)

すなわち

eikxL = eikyL = eikyL = 1 (3.105)

が満たされなくてはならない。従って、許される kは

kx =
2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
, nx, ny, nz :整数 (3.106)
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図 3.19: 縦波成分と横波成分

k k

横波

k⊥u
縦波

k//u

図 3.20: 縦波と横波の物理的描像

を満たさなくてはならない。ここで、異なる nx, ny, nz は異なる自由度（モー

ド）に対応する。さらにこれを図 3.19に示すように、縦波 (uk ∥ k)の成分と
横波 (uk ⊥ k)の成分に分解する。

uk(t) = uk,l
(t)k̂ + uk,t

(t) ただしuk,t
(t) ⊥ k (3.107)

kに垂直な成分は２成分あるので、これらを uk,t1
(t), uk,t2

(t)と書くことにす

る。ただし、uk,t1
(t)と uk,t2

(t)は直交するようにとる。

具体的には

uk,l(t) = k̂ · uk(t) (3.108)

uk,t(t) = uk(t)− uk,l(t)k̂

= uk(t)− (k̂ · uk(t))k̂ (3.109)

と書くことができる。

uk,l
(t)、uk,t

(t)の満たす運動方程式は、本来、原子一つ一つの運動方程式か

ら導かれるべきものである。しかし、連続体中では、縦波、横波の速度をそれ
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図 3.21: 縦波と横波の分散関係（振動数と波数の関係)

ぞれ cl、ct とすると、波数 kの縦波、横波の角振動数はそれぞれ ωk,l = clk、

ωk,t
= ctkとなるはずである。すなわち、それぞれのモードは振動数 ωk,l

、ωk,t

の調和振動子になっている。それぞれのモードは運動方程式は

ük,l
(t) = −ω2

k,l
uk,l

(t) (3.110)

ük,tα
(t) = −ω2

k,t
uk,t,α

(t) (α = 1, 2) (3.111)

で与えられる。従って、アインシュタインモデルとは異なり、色々な振動数を

もつ調和振動子の集まりとして結晶格子の振動を記述することになる。なお、

図 3.20に示すように、縦波の運動には体積変化を伴う。これに対し、横波の運

動はずれがあるだけで体積変化を伴わない。従って、横波の運動より縦波の運

動の方が復元力が大きい。従って、縦波は同じ波数の横波より振動数が高く速

度が速い。すなわち、図 3.21に示すように、一般に cl > ctが成り立っている。

1. 古典的取り扱い

この場合は、等分配則が成り立つので、熱容量は自由度の数だけで決ま

るが、そもそも、フーリエ分解しても自由度の総数には変化がないので、

振動モードの総数は 3N である。従ってこの場合も、デュロン・プティの

法則 C = 3NkB が得られる。

2. 量子的取り扱い
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エネルギー固有値は

E =
∑
k,α

~ωk,α

(
nk,α

+
1

2

)
, α = l, t1, t2 (3.112)

nk,α = 0, 1, 2... (3.113)

で与えられる。この表式は波数 kの格子振動のエネルギー量子（フォノン

(phonon)と呼ばれる）が nk,α個づつ存在する状態と考える事ができる。

これを用いて、熱力学的量を求めてみよう。

1. 内部エネルギー (3.91)を用いると、内部エネルギーは

U =
∑
k,α

~ωk,α

2
coth

β~ωk,α

2

=
∑
k,α

~ωk,α

 1

exp
(
β~ωk,α

)
− 1

+
1

2

 (3.114)

で与えられる。

~ωk,α

exp
(
β~ωk,α

)
− 1

+
~ωk,α

2
(3.115)

は波数 k、αのモードのエネルギーの期待値である。

2. 熱容量はこれを温度で微分して

C =
∂U

∂T
=
∑
k,α

~ωk,α

 ∂

∂T

1

exp
(
β~ωk,α

)
− 1


=
∑
k,α

(~ωk,α)
2

kBT 2

exp
(
β~ωk,α

)
(
exp

(
β~ωk,α

)
− 1
)2 (3.116)

となる。
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図 3.22: 波数空間の微小分割

(3.114)や (3.116)のような形の和を具体的に計算するため、一般に
∑
k,α

f(ωk,α
)

のタイプの和を評価する方法を考えよう。許される kの値は

kx =
2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
, (nx, ny, nzは整数 (3.117)

であり、その各成分は波数空間で間隔 2π/Lで存在する。すなわち、波数空間

の体積 (2π/L)3あたり一つの許される波数が存在することになる。従って kは

L → ∞の極限でほとんど連続的な変数になり、kについての和は積分で表す

ことができる。

図 3.22に示すように、波数空間を微小体積 d3k = dkxdkydkz に分割しよう。

ここで、dkx, dky, dkz はこの範囲で f(k)の変化は無視できるくらい微小であ

るが、2π/Lよりは十分大きいとする。すると、この和は次のように書き換え

られる

∑
k,α

f(ωk,α
) =

∑
α

∑
d3k

 ∑
k∈d3k

f(ωk,α
)

 (3.118)

75



ここで ∑
d3k

:すべての微小体積についての和

∑
k∈d3k

:微小体積の中の kについての和 (3.119)

である。微小体積 d3k 中では f(ωk,α)は一定と見なしてよいので、和
∑

k∈d3k
は d3kの中にある許される状態の数 d3k/(2π/L)3で置き換えることができる。

従って、 ∑
k,α

f(ωk,α
) =

∑
α

∑
d3k

f(ωk,α
)L3 d3k

(2π)3

= V
∑
α

∑
d3k

f(ωk,α
)
d3k

(2π)3
(3.120)

が得られる。ここで、L3は系の体積なので V とおいた。
∑
d3k

は、微小体積 d3k

を小さくする極限では積分すると言うことだから
∫
と書く事にする。13

∑
k,α

f(ωk,α
) = V

∑
α

∫
d3k

(2π)3
f(ωk,α

) (3.121)

が得られる。ここで、ωk が k = |k|のみの関数と仮定すると、f もそうなので
次のように書き直せる∑

k,α

f(ωk,α
) = V

∑
α

∫
4πk2dk

(2π)3
f(ωk,α

) (3.122)

ここで、αは縦波と横波の区別を表していることを思い出そう。 α = l(縦波)

13ただし、L → ∞ の極限を先に取り、d3k → 0 の極限を後からとる事に注意しよう。
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については ω = clk、α = t1, t2(横波)については ω = ctkなので∑
k,α

f(ωk,α
) = V

∫
4πω2dω

c3l (2π)
3
f(ω) + 2V

∫
4πω2dω

c3t (2π)
3
f(ω)

= V

∫
ω2

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
f(ω)dω

= V

∫
D(ω)f(ω)dω (3.123)

と書き直せる。ここで

D(ω) =
ω2

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
≡ 3ω2

2π2c̄3

(
3

c̄3
=

(
1

c3l
+

2

c3t

))
(3.124)

とおいた。D(ω)をデバイモデルの単位体積あたりの状態密度と呼ぶ。また、c̄

は縦波の速度と横波の速度のある種の平均と見なすことができる。

ここで、これまであえて kについての積分領域を示さなかったが、今、考え

ているのは結晶格子の振動であることを頭に入れて、ここで積分の上限・下限

をはっきりさせよう。結晶格子の振動の自由度の総数は 3N であるが、kで指

定される振動モードを使って表現しても自由度の総数が変わるわけではないの

で、モードの総数は 3N に等しいはずである。そこで、この関係を状態密度を

使って表現してみると

3N =
∑
k,α

1 = V

∫
D(ω)dω (3.125)

でなくてはならない。積分の下限では D(ω) ∝ ω2 なので、積分は収束してい

る。しかし、積分の上限は ω = ∞まで積分したら発散してしまう。従って、
許される振動数には上限がある事が分かる。これは、格子間隔より短い波長の

波は存在できないことに対応している14。この上限を ωD と書き、デバイ振動

数と呼ぶ。すなわち、(3.125)の積分の上限、下限をちゃんと書くと

3N = V

∫ ωD

0

D(ω)dω (3.126)

14そう言う意味では、むしろ、振動数ではなく波数に上限を設定する方が自然である。しかし、
計算の便利さを考え、伝統的に振動数に上限を設けるのが普通である。いずれにせよ、実際の物質
では、波数が大きくなると振動数と波数の比例関係は崩れるので、どちらの取り扱いも厳密なわけ
ではない。
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図 3.23: デバイモデルの単位体積あたり状態密度D(ω)

となる。右辺は簡単に積分できて

3N = V

∫ ωD

0

dω
3ω2

2π2c̄3
= V

3ω3
D

6π2c̄3
(3.127)

となる。従って、デバイ振動数は

ωD =

(
6π2N

V

) 1
3

c̄ (3.128)

で与えられる。従って、一般に∑
k,α

f(ωk,α
) = V

∫ ωD

0

D(ω)f(ω)dω (3.129)

と書く事ができる。あるいは、図 3.23に示すように、ω > ωDに対しD(ω) = 0

と定義しておいてもよい。

デバイ振動数に対応する波数 kD をデバイ波数と呼び、

kD =
ωD

c̄
=

(
6π2N

V

) 1
3

(3.130)

で与えられる。これはほぼ格子間隔の逆数であり、デバイ波数が波数の上限に

なると言うことは、前に述べたように格子間隔より細かい波長は意味がない事

に対応している。また、振動数 ωに対応するエネルギーは ~ωであるから、こ
れに対応する温度は

ΘD = ~ωD/kB (3.131)
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である。これをデバイ温度という。通常の物質ではデバイ温度はほぼ 102 K程

度の値になる。

これで準備ができたので、熱容量の計算に進もう。kによって異なる色々な

振動数のモードが存在するので、振動数が分布している調和振動子系の熱容量

の一般的な式 (3.94)を用いる。今の場合 iについての和は k、αについての和

に対応するので、これを状態密度を用いて表すと次のようになる。

C = V

∫ ωD

0

dωD(ω)
(~ω)2

kBT 2

exp (β~ω)
(exp (β~ω)− 1)

2 (3.132)

(3.124)を代入すると

C = V

∫ ωD

0

dω
3~2ω4

2π2c̄3kBT 2

exp (β~ω)
(exp (β~ω)− 1)

2 (3.133)

となるが、ここで、β~ω = xとおいて係数を整理し、(3.128)を用いて c̄を消

去すると

C = 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ β~ωD

0

x4exdx

(ex − 1)
2 (3.134)

が得られる。このままでは感じがつかめないので、高温及び低温極限での振る

舞いを調べてみよう。このモデルに現れるエネルギーの次元を持った量は ~ωD

だけなので、これと kBT の大小が問題になる。

1. 高温極限 (kBT ≫ ~ωD, β~ωD ≪ 1))

積分範囲では x≪ 1が成り立つので
x4ex

(ex − 1)
2 ≃

x4

x2
= x2と近似してよ

い。従って

C = 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ β~ωD

0

x2dx

= 9NkB

(
kBT

~ωD

)3
1

3
(β~ωD)

3 = 3NkB (3.135)

が得られる。これは古典的取り扱いと一致する。このような高温では、す

べてのモードのエネルギー量子 ~ωに比べて kBT の方が大きいので、エ

ネルギーの量子化の効果は表に現れず、古典近似がよい結果を与える。
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2. 低温極限 (kBT ≪ ~ωD, β~ωD ≫ 1))

C ≃ 9NkB

(
kBT

~ωD

)3 ∫ ∞

0

x4exdx

(ex − 1)
2 ∝ T

3 (3.136)

この積分は１つの定数であり、その値は例えば数値積分でもすれば簡単

に求められるが、数学的にはリーマンの ζ 関数の積分表示

ζ(n) =
1

n!

∫ ∞

0

xnex

(ex − 1)2
dx (3.137)

で n = 4とおいたもので表せる。とくに、n = 4の場合は具体的に値が

求められ

ζ(4) =
π4

90
(3.138)

であることがわかっている15。これを用いると

C ≃ 12π4

5
NkB

(
kBT

~ωD

)3

(3.139)

となることが分かる。係数の計算は上記のように数学のテクニックがい

るが、物理として重要なのは T 3 に比例することである。

これらをもとに温度依存性の図を描くと図 3.24のようになる。比較のた

めアインシュタインモデルの結果も図に入れてある。

ここまで計算で得られた結果を物理的考察で導いておこう。温度 T では、

~ω>∼kBT のモードはほぼ励起されないだろう。一方、~ω<∼kBT のエネルギーを
持つモードはほぼ古典的に扱ってよいだろう。従って、これらのモードについ

ては等分配則が成り立つ。励起されるモードの数、すなわち波数 k < kBT/(~c̄)

のモードの数は、この条件を満たす波数空間の体積
4π(kBT )

3

3(~c̄)3
を、１モードあ

たりの波数空間の体積
(
2π

L

)3

で割って、縦波と横波で３モードあることを考

15詳しい計算は付録 C に載せる。
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図 3.24: デバイモデル（実線)とアインシュタインモデル (点線)の熱容量の温

度依存性

慮すれば 3
4π(kBT )

3V

8π3 · 3(~c̄)3
である。これに 1モードあたり kBT ずつのエネルギー

が配分されると考えれば、内部エネルギー U は

U ≃ 3
4π(kBT )

4V

3 · 8π3~3c̄3
=

(kBT )
4V

2π2~3c̄3

=
(kBT )

4V

2π2~3ω3
D

(
6π2N

V

)
=

3N(kBT )
4

(~ωD)3
(3.140)

であるから

C ≃ ∂U

∂T
=

12NkB(kBT )
3

~3ω3
D

(3.141)

が得られ、数係数をのぞき (3.139)と一致する事が分かる。

3.7 空洞輻射（黒体輻射）

真空中には何もないわけではない。熱的な揺らぎとしても電磁場は存在する。

真空中の電磁場の熱平衡状態を空洞輻射（黒体輻射）と呼ぶ。本節では真空中

の電磁場の統計力学を考える。
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1. 電磁場の量子化

電磁気学で学んだように、Maxwellの方程式から真空中の電場E(r, t)お

よび磁場H(r, t)は波動方程式

∂2E

∂t2
= c2∇2E,

∂2H

∂t2
= c2∇2H (3.142)

を満たす事が導かれる。ここで cは真空中の光速である。この波動方程

式に従って、電磁場が波として伝わってゆくのが電磁波である。結晶中

の音波の場合にならって、これを次のようにフーリエ展開する。

E(r, t) =
1√
V

∑
k

Ek(t)e
ikr

H(r, t) =
1√
V

∑
k

Hk(t)e
ikr (3.143)

ここでE(r, t),H(r, t)は実数なのでE−k = E∗
k,H−k = H∗

k でなくて

はならないことに注意しよう。すると、各モードの運動方程式は

∂2Ek
∂t2

= −c2k2Ek,

∂2Hk
∂t2

= −c2k2Hk (3.144)

のように、調和振動の方程式となる。すなわち、真空中では電磁場の各

モードは振動数 ωk = ckの調和振動子と見なせる。

格子振動の場合と同様、E やH に対して周期的境界条件を課すと、許

される kの値は nx, ny, nz を整数として

kx =
2πnx

L
, ky =

2πny

L
, kz =

2πnz

L
, (3.145)

を満たさなくてはならない。異なる nx, ny, nz は異なる自由度（モード）

に対応する。格子振動と異なるのは div E = div H = 0 の条件より、

k ·Ek = k ·Hk = 0となるので、電場や磁場が波の進行方向に垂直な

横波しか存在しないことである。進行方向に垂直な独立なベクトルは２
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とおりあるので、横波のモードは一つの波数ベクトル kあたり２つずつ

ある。これは２つの偏光に対応する。

(3.144)で表される調和振動子を量子化すると、全エネルギーは

E =
∑
k,α

~ωk

(
nk,α +

1

2

)
, ωk = ck, α = 1, 2(偏光) (3.146)

と書く事ができるが、これは波数k、偏光αの「フォトン (光子、photon)」

が nk,α個あると解釈する事ができる。これで電磁場が量子化されたこと

になる。16

格子振動の場合と異なり、電磁場については連続空間の各点で電場や磁

場が定義されているので、モードの総数すなわち自由度の総数は無限大

である。そのため、物理量に発散が生じる場合がある。例えば零点エネ

ルギーは

E0 =
∑
k,α

~ωk
2

(3.147)

であるが、これは明らかに発散している。しかし、どうせ、零点エネル

ギー自体は観測にかからないので発散してもかまわない。全エネルギー

(3.146)も発散しているが、エネルギーの原点を零点エネルギーからはか

ることにすれば

E =
∑
k,α

~ωknk,α
, ωk = ck, α = 1, 2(偏光) (3.148)

となり、後から見るように、熱平衡状態で期待値を取るとこれは収束す

る。このように、場の理論では元々無限個の自由度があるので、至る所

に無限大が現れるが、物理的に観測できる量は差し引き有限になってい

なくてはならない。このような無限大をうまく扱って有限の結果を出す

操作は繰り込みと呼ばれる。ここで行ったのは、その最も簡単なもので

ある。
16ここでは、電磁場の統計力学を理解するための最小限の説明に止めた。よりきちんとした電磁
場の量子化は、やや高度な量子力学の教科書や場の量子論の教科書を見てほしい。
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2. 電磁場のエネルギースペクトル

空洞輻射の場合、電磁波は真空中を伝わる波なので、壁に穴をあけて一

部を外部に取り出してスペクトル分解して、各振動数ごとのエネルギー

を観測することができる。実際に空洞内の電磁波にどのような振動数の

成分がどれだけ含まれているかを調べてみよう。

波数 k、偏光 α のモードの内部エネルギー ukα は (3.91)の各項の iが

(k,α)の組に対応することを考え、零点エネルギーの分を除くと

ukα =
~ωk,α

exp
(
β~ωk,α

)
− 1

(3.149)

で与えられる。また、ω ∼ ω+ dωの間の振動数のモードの数は、デバイ

モデルの計算と同じように考えれば、単位体積当たり

D(ω)dω =
ω2

π2c3
dω (3.150)

であることが分かる。デバイモデルのと違いは、縦波がなく、速度 cの

横波のモード２つだけがあることである。このため、(3.124)と比べ、c̄

が cに置き換わり、全体に 2/3がかかっている。

このことから ω ∼ ω + dω の間の振動数のモードの内部エネルギー密度

u(ω)dωは

u(ω)dω = D(ω)dω
~ω

exp (β~ω)− 1

=
~ω3

π2c3
1

exp (β~ω)− 1
dω (3.151)

で与えられることが分かる。すなわち

u(ω) =
~ω3

π2c3
1

exp (β~ω)− 1
(3.152)

である。これをプランク (Planck)の輻射公式と呼び、この分布をプラン

ク分布と呼ぶ。この式は、以下に述べるように量子力学の幕開けとなっ

た式である。種々の極限を見て行こう。
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(a) 低振動数極限 (~ω ≪ kBT )

分母の指数関数を展開すると、次のように近似できる。

u(ω)dω ≃V ~ω3

π2c3
1

β~ω
dω = V kBT

ω2

π2c3
dω (3.153)

これをレイリー-ジーンズ (Rayleigh-Jeans)の輻射公式と呼ぶ。こ

の式で、kBT 以外の因子は単に状態密度 V D(ω)であり、各モード

に等分配則に従ってエネルギーが分配されているとして得られる式

である。すなわち、この式は古典電磁気学と古典統計力学から導か

れる式と同等である。しかし、この式が大きな ωに対しても成り立

つとすると、全エネルギーが発散してしまう。この場合は、零点エ

ネルギーと違い、温度 T の係数が発散するので、測定可能量である

熱容量が無限大になってしまうため本質的に都合が悪い。この発散

を防ぐためには量子力学が必要であった。

(b) 高振動数極限 (~ω ≫ kBT )

(3.152)の分母で 1を無視できるので

u(ω)dω ≃ V ~ω3

π2c3
exp (−β~ω) dω (3.154)

となる。これはウィーン (Wien)の輻射公式と呼ばれる。古典理想気

体のマックスウェル・ボルツマンの速度分布 (3.15)で
mv2

2
を ~ωで

置き換えた形になっており、古典粒子描像に基づく式と考えられる。

これらを図 3.25にまとめる。

プランク分布を具体的に図にしたのが図 3.25である。この図では振動数

ωを kBT/~、u(ω)を (kBT )
3で規格化してある。このように規格化する

と、温度によらず同じ曲線になる。すなわち x = β~ω = ~ω
kBT とおくと

π2c3~2

(kBT )3
u(ω) =

x3

exp (x)− 1
(3.155)
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u(ω)
(kBT)3

h/ ω/kBT

Planck

Wien

Rayleigh−Jeans

図 3.25: プランクの輻射公式 (実線)、レイリー-ジーンズの輻射公式 (破線)、

ウィーンの輻射公式 (点線)

が成り立つ。右辺を最大にする xを xmax とすると、u(ω)のピークを与

える ω は ω = xmaxkBT で与えられ、温度に比例する。これをウィーン

の変位則という17。

u(ω)は箱に開けた穴から放射される電磁波のエネルギースペクトルとし

て観測可能であり、これより空洞内の温度を知ることができる。

3. 内部エネルギー密度

u(ω)をすべての振動数にわたって足し合わせると内部エネルギー U が得

られる。単位体積当たりの内部エネルギーを u(T )と書くと

u(T ) =
U

V
=

∫ ∞

0

dωD(ω)~ω
{

1

exp (β~ω)− 1

}
=

∫ ∞

0

dω
~ω3

π2c3

{
1

exp (β~ω)− 1

}
dω (3.156)

が得られる。β~ω = xとおくと

u(T ) =
(kBT )

4

~3π2c3

∫ ∞

0

x3

ex − 1
dx =

(kBT )
4

~3π2c3
3!ζ(4)

=
π2k4B
15~3c3

T 4 =
4σ

c
T 4 (3.157)

17この系を特徴付けるエネルギーは kBT しかないので、この結果は次元解析的には当たり前で
ある。しかし、振動数をエネルギーに換算するとき ~ を必要とすることに注意しなくてはならな
い。量子力学がない段階では、ピークを持つこと自体が理解不能だったのである。
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が得られる。この関係をステファン-ボルツマン (Stefan-Boltzmann)の

法則と呼ぶ。ここで σ ≃ 5.67× 10−8[J/m2s]であり、これをステファン-

ボルツマン定数という18。

4. 自由エネルギーと圧力

電磁場も光子の集団と考えれば気体などと同じように有限の圧力を持つ

事は自然だろう。これを計算するために、まず (3.88)より自由エネルギー

を計算しよう。ただし、iについての和を電磁波のモードについての和に

直し、発散を防ぐために零点エネルギーの分は差し引いておく。すると

F (T, V ) = 2×

kBT∑
k

{
ln

(
2sinh

β~ωk
2

)}
−
∑
k

~ωk
2


= 2× kBT

∑
k

ln
[
1− exp

(
−β~ωk

)]
= V kBT

∫ ∞

0

dωD(ω)ln [1− exp (−β~ω)] (3.158)

が得られるので、これを体積で微分すると圧力 pが得られる。

p = − ∂F

∂V

∣∣∣∣
T

= −kBT
∫ ∞

0

dωD(ω)ln [1− exp (−β~ω)]

= −kBT
∫ ∞

0

dω
~ω2

π2c3
ln [1− exp (−β~ω)] (3.159)

これを部分積分すると、以下のように、係数を除き uの表式 (3.156)と

同じ形の積分が現れる。

p = kBT

∫ ∞

0

dω
~ω3

3π2c3
β~exp (−β~ω)
1− exp (−β~ω)

=

∫ ∞

0

dω
~2ω3

3π2c3
1

exp (β~ω)− 1
=

1

3
u (3.160)

これを輻射圧と呼ぶ。電磁場を光子の集団と見なせば、これは光子気体

の圧力である。
18係数 4/c がついているのは、箱の表面に開けた小さい穴から放射されるエネルギー流の表式
で係数が 1 になるように定義されたためである
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彗星の尾の向きは太陽による輻射圧によって決まっている。また、恒星

を重力崩壊が起きないように支えているのは、構成原子の気体としての

圧力と輻射圧である。

3.8 揺らぎと感受率

ここまでは、巨視的な量の期待値として表される物理量を主に扱ってきた。

本節では、期待値のまわりでの物理量の揺らぎを扱う。

弱い外場X に対する物理量Aの期待値の変化はX に比例する。今、外場が

ないときの物理量 Aの期待値が 0であるとすると

⟨A⟩ = χX (3.161)

である。この様な応答を線形応答と呼び χを感受率と呼ぶ。19

物理量 Aに対し、これと共役な外場X はハミルトニアンに −XAという形
で入る。そこで、外場のないときのハミルトニアンをH0とし、外場のあると

きのハミルトニアンをH = H0−XAと書く事にする。簡単のためにここでは
[H0, A] = 0すなわちH0と Aは同時対角化可能とする。このとき、H0の i番

目の固有状態を |i⟩、固有エネルギーを Ei、この状態での Aの固有値を Ai と

書くと、

H0 |i⟩ = Ei |i⟩

A |i⟩ = Ai |i⟩

H |i⟩ = (H0 −XA) |i⟩ = (Ei −XAi) |i⟩ (3.162)

が成り立つ。これを用いて、X が小さいときの Aの期待値は

⟨A⟩ =

∑
i

Aie
−β(Ei−XAi)

∑
i

e−β(Ei−XAi)
(3.163)

19ここでは、外場があっても、その外場の下で熱平衡状態が実現するような外場に限ることにす
る。金属に電場をかけたような場合は、電流が流れ続けるので非平衡状態を扱う必要が出てくる。
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で与えられる。外場X が弱いとして指数関数を展開すると

⟨A⟩ ≃

∑
i

Aie
−βEi +Xβ

∑
i

A2
i e

−βEi

∑
i

e−βEi +Xβ
∑
i

Aie
−βEi

(3.164)

となる。ここで, 外場のない時の分配関数 Z0と物理量Oの期待値 ⟨O⟩0を次の
ように定義する。

Z0 =
∑
i

e−βEi , ⟨O⟩0 =
1

Z0

∑
i

Oie
−βEi (3.165)

これを用いると (3.164)は次のように書き直せる。

⟨A⟩ =
Z0 ⟨A⟩0 + βXZ0

⟨
A2
⟩
0

Z0 + βXZ0 ⟨A⟩0

=
⟨A⟩0 + βX

⟨
A2
⟩
0

1 + βX ⟨A⟩0
(3.166)

X について１次までとる近似をすると

⟨A⟩ ≃ ⟨A⟩0 + βX(
⟨
A2
⟩
0
− ⟨A⟩20)

= ⟨A⟩0 + βX
⟨
(A− ⟨A⟩0)

2
⟩
0

(3.167)

従って、外力を加えたことによるAの期待値の変化を ⟨∆A⟩と書くと、これは

⟨∆A⟩ ≡ ⟨A⟩ − ⟨A⟩0 = βX(
⟨
A2
⟩
0
− ⟨A⟩20) (3.168)

で与えられる。感受率 χを

χ =
⟨∆A⟩
X

(3.169)

で定義すると

χ = β(
⟨
A2
⟩
0
− ⟨A⟩20) = β

⟨
(A− ⟨A⟩0)

2
⟩
0

(3.170)
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が得られる。
⟨
(A− ⟨A⟩0)2

⟩
0
は、外場がないとき Aが期待値 ⟨A⟩0の周りでど

の程度の幅で分布しているかを表しているので、Aの揺らぎの程度を表してい

ると言える。すなわち、物理量 Aの共役な外場X に対する感受率は外場がな

いときの物理量 Aのゆらぎに比例していることになる。物理的には、そもそ

も外場がなくても揺らぎやすい状態にあれば、すこしの外場で大きな応答が得

られるのは自然なことである。同様な関係は、時間変動のある外場のある場合

や、電流が生じる場合など非平衡の応答がある場合にも拡張できる。これらの

関係を揺動散逸定理とよぶ20。

この関係はそれ自体興味深いだけでなく、外場のない時の計算で外場がちょっ

とかかったときの応答が分かるので、実際の測定量の計算手法としても有用で

ある。また、逆に感受率の測定をすることは、物質内部での揺らぎを見ること

に相当する。特に、相転移に伴う感受率の発散は臨界ゆらぎと呼ばれ、それが

どのように発散するかは相転移を特徴づける重要な指標である。

ここでは具体的に揺らぎからどんな物理量が求められるか、簡単な例を２つ

挙げておこう。

1. スピン 1/2の常磁性体の磁化の揺らぎと帯磁率

磁性原子の間に相互作用のない常磁性体では、H0 = 0である。Aとして

磁化M をとるとこれに共役な外場は磁場H であり、ハミルトニアンは

H = −MH (3.171)

と書ける。磁化M を各磁性原子のスピン Si で表すと

M = −gµB

∑
i

Sz
i (3.172)

である。これから (3.170)を用いて帯磁率を計算してみよう。磁場H = 0

20この名前はむしろ散逸を伴う非平衡の応答の場合にふさわしい。非平衡の場合を含め、これら
の関係は歴史的には多くの研究者によって個別に見つけられてきたが、それらを線形応答理論とい
う形にまとめ上げたのは久保亮五の業績であり、久保公式と呼ばれている

90



のとき

⟨M⟩0 = 0 (3.173)

⟨
M2
⟩
0
= (gµB)

2

⟨
N∑
i=1

Sz
i

N∑
j=1

Sz
j

⟩
0

= (gµB)
2

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨
Sz
i S

z
j

⟩
0

(3.174)

ここで

⟨Sz
i S

z
j ⟩0 = 0 (i ̸= j) (3.175)

⟨Sz
i S

z
i ⟩0 = ⟨1

4
⟩0 =

1

4
(3.176)

に注意すると

⟨
M2
⟩
0
= (gµB)

2
N∑
i=1

1

4
=
N(gµB)

2

4
(3.177)

(3.170)を用いると

χ =
⟨M2⟩0
kBT

=
N(gµB)

2

4kBT
(3.178)

これは以前求めたキュリー則 (3.59)と一致する。実際の計算は磁場のな

い時の物理量の期待値の計算だけから、帯磁率 χの計算ができてしまう

ことに注意しよう。もちろんこの例では、磁場が有限の時の計算も簡単

だが、一般には、外場がないときの期待値の計算はできても、あるとき

の計算は難しくなる場合が多い。この様な場合も外場に線形の範囲では

(3.170)を用いると信頼できる計算ができる。

2. エネルギーの揺らぎ

系を特徴付ける最も基本的な物理量であるエネルギー Eの揺らぎは何を
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与えるだろうか。実際に計算してみよう。まず E2の期待値を計算する。

⟨E2⟩ = 1

Z

∑
i

E2
i e

−βEi = − 1

Z

∂

∂β

∑
i

Eie
−βEi

= − 1

Z

∂

∂β
(Z ⟨E⟩)

= −
(
⟨E⟩ 1

Z

∂Z

∂β
+
∂ ⟨E⟩
∂β

)
= ⟨E⟩2 − ∂ ⟨E⟩

∂β
(3.179)

ここで、右辺第２項は、熱容量 C を使って

−∂ ⟨E⟩
∂β

= kBT
2 ∂ ⟨E⟩
∂T

= kBT
2C (3.180)

と表せる。従って

C =
1

kBT 2
(
⟨
E2
⟩
− ⟨E⟩2) = 1

kBT 2

⟨
(E − ⟨E⟩)2

⟩
(3.181)

と熱容量はエネルギーの揺らぎで与えられる事が分かる21。熱容量は温

度をすこし変えたときの内部エネルギーの変化率（感受率）なので、こ

れも揺らぎと感受率の関係の一つと見なすことができる。相転移点など

揺らぎの大きくなっている点では、その機構が何であれ熱容量には異常

が出るので、熱容量は物性を知るための最も基本的な測定量である。理

論研究の道具としては、シミュレーションで熱容量の評価をするときに

も、単に全エネルギーとその２乗の期待値を計算すればよいのでよく使

われる。

21なお、ミクロカノニカル分布ではエネルギーは揺らがないのでこの関係は成り立たない。あく
までもカノニカル分布での揺らぎと熱容量を関係づける式である
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演習問題 3

1. 単原子理想気体をミクロカノニカルの考え方で考えてみる。原子の質量

をmとする。

(a) 系全体の内部エネルギーが E ∼ E + ∆E の間にあるような 6N 次

元の位相空間の体積∆Ωを求めよ。

(b) 位相空間で h3N 毎に１つの微視的状態があるとして、系全体のエネ

ルギーがE ∼ E+∆Eの間にある状態の数W (E)∆Eを求めよ。こ

のとき、N 個の粒子が互いに区別出来ないことに注意せよ。

(c) エントロピー S = kB lnW (E)をエネルギー E の関数として求め、

これから温度と内部エネルギー E の関係を求めよ。

2. N 個の質量m、電荷 qの単原子荷電粒子（点電荷と見なしてよい）が体

積 V の箱の中に閉じこめられて温度 T の熱平衡状態にある。i番目の粒

子と j番目の粒子の間の相互作用のポテンシャルは U(ri − rj)とし粒子

は古典力学に従うとする。この系がベクトルポテンシャルA(r)で表さ

れる磁場の中にあるときの、ハミルトニアンを書き、粒子間の相互作用

の形によらず、分配関数が磁場に依存しないことを示せ。この結果から

どんな物理的な結論が導けるか。

3. N 個の原子からなる結晶において、それぞれの原子はエネルギー 0、ϵ1、

ϵ2(0 < ϵ1 < ϵ2)の三つの状態をとり得るとする。このとき、カノニカル

分布の考え方で分配関数 Z、熱容量 Cを求め、Cを温度 T の関数として

概略を図示せよ。特に、ϵ1 ≪ ϵ2の場合や、ϵ1 ≃ ϵ2 の場合にどんな特徴
が現れるか考察せよ。

4. N 個の２準位系からなる系を考える。i番目の２準位系のエネルギー準

位を 0と ϵi(> 0)とし、ボルツマン定数を kBとする。ϵiが次のような確

率分布 P (ϵ)で分布している場合を考える。

P (ϵ) =

{
1/E0 for 0 < ϵ < E0

0 それ以外
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ここで ϵi が ϵと ϵ+ dϵの間にある確率を P (ϵ)dϵとする。

(a) 熱容量 C が次のように与えられることを示せ。(ϵと ϵ + dϵの間の

ϵi を持つ２準位系の数はNP (ϵ)dϵであることに注意せよ)

C =
Nk2BT

E0

∫ E0/kBT

0

x2ex

(ex + 1)2
dx

(b) 低温（kBT ≪ E0）、高温（kBT ≫ E0）それぞれの場合の熱容量 C

の近似式を求め、C の温度依存性の概略を図示せよ。

5. 結晶の格子点上に並んでいる原子が、格子点の隙間の位置（格子間隙）

に移動すると wだけのエネルギーを要するとする。このような格子欠陥

を Frenkel型の格子欠陥と呼ぶ。完全結晶の状態での結晶の格子点の数

をN、原子が入り得る格子間隙の数をN ′ として次の問に答えよ。

(a) 格子間隙に移った原子の数が n個の時の

系全体のエネルギー E(n)を求めよ。た

だし、原子の熱運動のエネルギーは考え

なくてよい。また、完全結晶の状態をエ

ネルギーの基準にとる。
Frenkel型欠陥

(b) 格子間隙に移った原子の数が n個の時の状態数W (n)を求めよ。（N

個の格子点にN − n個の原子をばらまき、N ′個の格子間隙に n個

の原子をばらまく場合の数を考えればよい。

(c) 十分低温で、nの期待値が ⟨n⟩ ≃
√
NN ′ exp(− w

2kBT
) となること

を示せ。ただし、1≪ n≪ N,N ′ とする。

6. ある分子のスピン状態がスピン S = 1の状態と S = 0の状態を取り得る

とする。磁場のない時、S = 1の状態のエネルギーを J、S = 0の状態

のエネルギーを 0とする。S = 1の状態はさらに Sz = 1, 0,−1の３つの
状態を取り得る。S = 0の状態は Sz = 0の 1つの状態しか取り得ない。

この分子がN 個、z方向の磁場H 中にある。磁場との相互作用のエネル
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ギーは −µSzH と書けることに注意して次の問に答えよ。なお、スピン

以外の自由度は考えないことにする。

(a) H = 0での熱容量 C、帯磁率 χ、H ≥ 0での磁化M を求めよ。

(b) J > 0の場合と J < 0の場合にわけ、χ、Cの低温・高温極限での振

る舞いを調べ、温度依存性の特徴が分かるように概略を図示せよ。

特に、低温領域から高温領域への移り変わりをわかりやすく図示す

るには、どのような量をプロットすればよいか工夫せよ。

(c) それぞれの場合に、磁化曲線の概略を図示し、温度によって磁化曲

線がどのように変化するか調べよ。

7. N 個の質量m、慣性モーメント Iの２原子分子からなる体積 V の理想気

体を考える。この分子は二つの原子を結ぶ方向に大きさ pの電気双極子

pi をもつとする。また、分子は剛体とし、分子間の相互作用は無視し、

分子の運動は古典力学に従うとしてよい。

(a) 電場がないとき、分配関数 Z、自由エネルギー F、内部エネルギー

U、圧力 p、エントロピー S、定積熱容量 CV を求めよ。

(b) z方向に強さ Eの電場がかかっているとき、単位体積当たりの電気

分極 P =
1

V

⟨
N∑
i=1

pi

⟩
の z成分（電場方向の成分）を求めよ。

(c) 単位体積当たりの分極率 χe = lim
E→0

P/E を求めよ。(|x| ≪ 1 で

L(x) ≃ x/3となることを示して利用せよ）

8. 次のハミルトニアンで表されるN 個の非調和振動子からなる系

H =

N∑
i=1

{
p2i
2m

+
K|qi|α

2

}
m,K,α > 0, pi, qiはそれぞれの振動子の運動量と座標

について、 古典力学的に考えて、熱容量 C を求めよ。（ヒント：分配関

数や自由エネルギーには、解析的に計算できない積分が現れるが、その

値は熱容量には影響を及ぼさないことに注意せよ。）
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9. 一辺 Lの３次元の固体結晶内で分散関係が ω = ω0 + Ak2(A,ω0 > 0)で

与えられるモードがあるとする。自由度の総数をN とするとき

(a) 単位体積あたりの状態密度D(ω)を求め、許される振動数の上限 ωD

を求めよ。

(b) 熱容量の表式を求めよ。

(c) ωD ≫ ω0 > 0 のとき、低温（kBT ≪ ~ω0)、中間温度（~ω0 ≪
kBT ≪ ~ωD)、高温（kBT ≫ ~ωD)での熱容量の振る舞いを調べ、

全温度領域での温度依存性の概略を図示せよ。

10. 宇宙の始まりからほぼ３８万年後、宇宙の温度が下がるにつれそれまで

電離していた電子と陽子が原子状態になり、ほとんど電磁波を散乱しな

くなった（宇宙の晴れ上がり）。この時点で電磁波はその時の宇宙の温度

のプランクの輻射公式に従うと考えられる。その後の宇宙の膨張に伴っ

て宇宙の半径が A倍になるとそれぞれのモードの電磁波の波長もそれに

伴ってA倍されると考えるとき、最初温度 T のプランク分布をしていた

電磁波は温度 T/Aのプランクの輻射公式に従うことを示せ。また、現在

観測される宇宙からの電磁波（宇宙背景輻射）は 2.73[K]のプランクの輻

射公式に従う。このことから宇宙の晴れ上がりから現在までに宇宙が大

体何倍ほどに膨張したかを評価せよ。

11. 空洞中の電磁波が温度 T の熱平衡状態にあるとき、この空洞に断面積 a

の微小な穴をあけたとする。このとき、単位時間に穴から出てくる電磁

波のエネルギーは
uca

4
であることを示せ。ただし、uは単位体積あたり

の内部エネルギー、cは光速である。

12. N 個の独立なスピン S の磁性原子からなる常磁性体に対し、(3.170)を

用いて帯磁率を計算せよ。

13. ２準位系に対し (3.181)を用いて熱容量を計算し、以前に求めた結果と等

しいことを確かめよ。
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第4章 グランドカノニカル分布

4.1 グランドカノニカル分布の導入

これまでに考えたアンサンブルはミクロカノニカルアンサンブルとカノニカ

ルアンサンブルがあった。ここで、それぞれの特徴を大まかにまとめてみよう。

• ミクロカノニカルアンサンブル

最も基本的な孤立系のアンサンブル。同じエネルギーを持つ状態だけか

らなる。等重率の原理を仮定すればすべての状態が同じ確率で実現する。

拘束条件がきついため計算がしにくい

• カノニカルアンサンブル

熱浴とエネルギーのやりとりをして熱平衡状態にある系のアンサンブル。

エネルギー E の状態は e−βE に比例する確率で実現する。ミクロカノニ

カル分布より拘束条件が緩くなり、計算がしやすくなることが多い。

このようにカノニカル分布では、熱浴とのエネルギーのやりとりを許すが、

巨視的な系では巨視的な物理量であるエネルギーの揺らぎは o(N)で小さいの

で、ミクロカノニカル分布で計算した結果とカノニカル分布で計算した結果は

同等である。では、同じようにエネルギー以外の巨視的な物理量の揺らぎを許

すことによって、他の分布を導入することができるのではないか。そうすれば

もっと楽ができるのではないかと思える。1

ここでは、巨視的な量として粒子数を考え、図 4.1のように、系に比べて十

分大きな粒子浴（同時に熱浴の役割も果たすとする）と接してエネルギーと粒

1実際には、楽になるかどうかは問題によるが、扱いやすくなる問題が増えるのは確かである。
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熱・粒子浴

(bath;reservoir)
系

E0−Ei

N0−Ni

Ei , Ni

図 4.1: 熱・粒子浴 Bとエネルギー・粒子をやりとりする系 S

子をやりとりしながら平衡状態にある系のアンサンブルを考えることにする。

これをグランドカノニカルアンサンブルと呼び、その従う分布をグランドカノ

ニカル分布と呼ぶ。

カノニカル分布の時と同じように考えてみよう。考えている系 Sと熱・粒子

浴 Bをあわせて一つの孤立系 S+Bと考える。S+Bの全エネルギーを E0 、全

粒子数を N0 としよう。これらは一定である。系 Sが i番目の固有状態にある

確率 pi を考える。このとき、粒子数の違う固有状態も通し番号を付けておこ

う。i番目の固有状態でのエネルギーを Ei、粒子数を Ni と書く。系がこの固

有状態にあるとき、熱・粒子浴に分け与えられるエネルギーは E0 −Ei、粒子

数はN0 −Ni である。

いま、エネルギー EB、粒子数NBの熱・粒子浴 Bの状態数をWB(EB, NB)

と書く。カノニカル分布の導入の時と同じように、系 Sが i番目の固有状態に

ある確率 pi は、そのとき Bの取り得る状態数に比例するので

pi ∝WB(E0 − Ei, N0 −Ni) (4.1)
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熱・粒子浴は系よりずっと大きい極限を考えるので、lnWB(E0 −Ei, N0 −Ni)

を E0 ≫ Ei、N0 ≫ Ni と考えてテーラー展開することができる。すると

lnWB(E0 − Ei, N0 −Ni) ≃ lnWB(E0, N0)

− Ei
∂lnWB(EB , NB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

−Ni
∂lnWB(EB , NB)

∂NB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

(4.2)

となる。従って

β ≡ ∂lnWB(EB , NB)

∂EB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

(4.3)

βµ ≡ − ∂lnWB(EB , NB)

∂NB

∣∣∣∣
EB=E0,NB=N0

(4.4)

とおくと、

lnWB(E0 − Ei, N0 −Ni) = lnWB(E0, N0)− β(Ei − µNi) (4.5)

と書ける2。従って、i番目の微視的状態にある確率 pi は

pi ∝WB(E0 − Ei, N0 −Ni) =WB(E0, N0) exp(−β(Ei − µNi)) (4.6)

を満たす。すなわち、規格化因子をのぞくと

pi ∝ exp(−β(Ei − µNi)) (4.7)

を満たすことが分かる。ここで、β、µは熱・粒子浴だけで定まる定数であり、

系の個性を反映しない事に注意しよう。βはカノニカル分布と同じく 1/(kBT )

であるが、µは化学ポテンシャルと呼ばれる。

これを規格化するため、

Ξ(T, V, µ) =
∑
i

exp(−β(Ei − µNi)) (4.8)

2ここでは、S に比べて B が大きい極限を考えるので、≃ ではなく = を使った。
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熱・粒子浴

(bath;reservoir)

系1

T,µは
熱・粒子浴の

状態数WBで定まる

T,µ

系2

T,µ

くっつけても

変化が起きない

互いに熱・粒子平衡

図 4.2: 同じ熱・粒子浴とエネルギー・粒子をやりとりする 2つの系

とおくと、pi は

pi =
exp(−β(Ei − µNi))

Ξ(β, µ)
(4.9)

であることがわかる。これがグランドカノニカル分布である。ここでΞ(T, V, µ)

は大分配関数と呼ばれる。
∑
i

は系のすべての状態（粒子数の異なる状態も含

む）についての和を表す。 また、

J(T, V, µ) = −kBT lnΞ(T, V, µ) (4.10)

はグランドポテンシャルと呼ばれる。

一般に、同じ温度 T を持つ系はエネルギーのやりとりについて同じ熱・粒子

浴と熱平衡にある。また、同じ化学ポテンシャル µを持つ系は粒子のやりとり

について同じ熱・粒子浴と熱平衡にある。従って、図 4.2に示すように、同じ

温度 T と化学ポテンシャル µを持つ２つの系を接触させても、さらに変化が

起きることはない。すなわち、これらの系はエネルギー・粒子のやりとりにつ

いて互いに平衡にあるといえる。

4.2 大分配関数と熱力学的諸量

大分配関数の定義式 (4.8)の色々な表し方を導出し、グランドカノニカルア

ンサンブルでの物理量の期待値との関係を示そう。(4.8)では、添え字 iは異な
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る粒子数の状態も含めて通し番号であり、Eiは i番目の状態のエネルギー、Ni

は i番目の状態の粒子数であった。この場合、和の各項は系が i番目の状態に

ある確率に比例する。

次に、粒子数が共通の状態をひとまとめにし、粒子数 N の状態の内での番

号 αをつけると、(4.8)は次のように書く事もできる。

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

∑
α

exp(−β(Eα(N)− µN))

=
∑
N

[∑
α

exp(−βEα(N))

]
exp(βµN) (4.11)

ここで、Eα(N)は、粒子数N の状態の内、α番目の状態のエネルギーである。

括弧 [...]の中は粒子数N のカノニカル分布の分配関数 Z(T, V,N)なので

Ξ(T, V, µ) =
∑
N

Z(T, V,N) exp(βµN) (4.12)

=
∑
N

exp(−β(F (T, V,N)− µN)) (4.13)

と書き直すことができる。２番目の等号では Z = e−βF を使った。この形の場

合、N についての和の各項は、系の粒子数がN である確率に比例することに注

意すると、グランドポテンシャル J(T, V, µ)とヘルムホルツの自由エネルギー

F (T, V,N)の関係を導くことができる。

N が巨視的な量であることを考えると、系の粒子数が N である確率に比例

する量 exp(−β(F (T, V,N)− µN))は、図 4.3に示すように、その最大値のま

わりで幅 o(N) 程度のシャープなピークを持つ関数になっているはずである。

従って、実際に観測される粒子数は F (T, V,N)− µN を最小にするN(これを

Nmax と呼ぶ)となり、和 (4.13)の中でも N = Nmax の項だけをとれば十分で

ある。従って、Nmax を決める条件から

∂

∂N
(F (T, V,N)− µN)

∣∣∣∣
T,V,N=Nmax

= 0 (4.14)

すなわち

µ =
∂F (T, V,N)

∂N

∣∣∣∣
T,V,N=Nmax

(4.15)
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N

o(N)

Nmax

e
−β(F−µN)

図 4.3: 因子 exp(−β(F − µN))のN 依存性。

が得られる。これを満たす Nmax を用いて、Ξ及び J は

Ξ(T, V, µ) ≃ exp(−β(F (T, V,Nmax)− µNmax)) (4.16)

J(T, V, µ) = F (T, V,Nmax)− µNmax (4.17)

と表される3。実際の状況では、化学ポテンシャル µは予め与えられず、粒子

数 N が与えられる場合が多いので、Nmax が与えられた粒子数 N に等しくな

るように µを定めることになる。そこで、今後は特に区別をする必要がある場

合を除き、いちいち Nmax と書かず N と書き、(4.15)と (4.17)は以下のよう

に書くことにする4。

J(T, V, µ) = F (T, V,N)− µN, (4.18)

µ =
∂F (T, V,N)

∂N

∣∣∣∣
T,V

. (4.19)

これは粒子数 N についてのルジャンドル変換に相当する。µは示量変数であ

る粒子数 N に共役な示強変数（外力）と見なすことができる。F (T, V,N)が
3(4.17)では、o(N)の量は無視した。これは近似と言うよりは、示量的な物理量の間の関係式

として厳密に成り立つ関係である。
4「与えられた粒子数」と確率的に分布している「粒子数」を同じ N で表記するのは正確には

正しくない。しかし、表記が煩雑になるのでしばしば「さぼって」こういう書き方をする
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分かっているとき J(T, V, µ)を求めたければ、(4.19)を用いてN を µ(と T, V )

で表し、それを (4.18)に代入することになる5。

次に、統計力学によって J(T, V, µ)が計算できたとき、これから様々な物理

量を計算する公式を導いておこう。

1. 粒子数 N の期待値6

⟨N⟩ =
∑
i

piNi =
1

Ξ

∑
i

Ni exp(−β(Ei − µNi))

=
1

βΞ

∂

∂µ

∑
i

exp(−β(Ei − µNi)) =
1

βΞ

∂

∂µ
Ξ

=
1

β

∂

∂µ
lnΞ = − ∂J(T, V, µ)

∂µ

∣∣∣∣
T,V

(4.20)

2. 圧力 P

系が i番目の固有状態にある時の圧力は

Pi = −
dEi(V )

dV
(4.21)

で与えられる事を用いると、カノニカル分布の場合と同様に

P = ⟨Pi⟩ =
1

βΞ

∂

∂V

∑
i

exp(−β(Ei(V )− µNi))

∣∣∣∣∣
T,µ

=
1

βΞ

∂Ξ

∂V

∣∣∣∣
T,µ

= − ∂J(T, V, µ)

∂V

∣∣∣∣
T,µ

(4.22)

が得られる。

3. 内部エネルギー

カノニカル分布では分配関数 Z の対数を βで微分することによって内部

エネルギーを得ることができた。同じように大分配関数 Ξの対数を βで

5もちろんこのような計算がいつも具体的にできるわけではない。
6Nmax を計算することにより N の期待値を求めるのは F (T, V,N) が分かっていないとでき

ない。
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微分すると

∂lnΞ

∂β
= − 1

Ξ

∑
i

(Ei − µNi) exp(−β(Ei − µNi))

= −(⟨Ei⟩ − µ ⟨Ni⟩) = −(U − µN) (4.23)

が得られる。lnΞ = −βJ であるから、N に対して (4.20)を用いると、内

部エネルギー U は

U =
∂βJ

∂β

∣∣∣∣
V,µ

+ µN = − T 2 ∂

∂T

J

T

∣∣∣∣
V,µ

− µ ∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

(4.24)

と表される。

4. エントロピー

(4.24)の右辺は

− T 2 ∂

∂T

J

T

∣∣∣∣
V,µ

− µ ∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

= − T
∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

+ J + µN = − T
∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

+ F

(4.25)

と変形できるので

S =
U − F
T

= − ∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

(4.26)

が得られる。

(4.20)、(4.22)、(4.26)をまとめて、グランドポテンシャル J(T, V, µ)の微小変

化（全微分）は次のようになることがわかる。

dJ(T, V, µ) =
∂J

∂T

∣∣∣∣
V,µ

dT +
∂J

∂V

∣∣∣∣
T,µ

dV +
∂J

∂µ

∣∣∣∣
V,T

dµ

= −SdT − PdV −Ndµ (4.27)

これをルジャンドル変換することによって、化学ポテンシャルを含む熱力学

的関数の全微分について、以下の表式が得られる。
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• Helmholtzの自由エネルギー

dF (T, V,N) = d(J + µN) = −SdT − PdV + µdN (4.28)

• Gibbsの自由エネルギー

dG(T, P,N) = d(F + PV ) = −SdT + V dP + µdN (4.29)

• 内部エネルギー

dU(S, V,N) = d(F + TS) = TdS − PdV + µdN (4.30)

• エンタルピー

dH(S, P,N) = d(U + PV ) = TdS + V dP + µdN (4.31)

ここで J について、別の形で表しておこう。J(T, V, µ)は F − µN であるか
ら示量性の量である。このとき、J の独立変数のうち T と µは示強性の量であ

り、V のみが示量性の量であることに注意すると

J(T,V1,µ) J(T,V2,µ)

V1 V2

J(T, V1 + V2, µ) = J(T, V1, µ) + J(T, V2, µ) (4.32)

が成り立つ。すなわち、T, µを一定にしたとき、J は V について線形の関数で

あり V に比例することがわかる。従って、次のように書ける。

J(T, V, µ) = V j(T, µ) (4.33)
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ここで j(T, µ)は単位体積あたりのグランドポテンシャルである。ところが、こ

れを用いて圧力を計算してみると

P = − ∂J(T, V, µ)

∂V

∣∣∣∣
T,µ

= −j(T, µ) (4.34)

であることがわかる。従って

J(T, V, µ) = −P (T, µ)V (4.35)

が得られ、単位体積あたりのグランドポテンシャルは圧力（の符号を変えたも

の）を表すことが分かる7。J を計算すれば (T ,µ)の関数として P を求めたこ

とになるので、あとは µを (4.20)を使って定めれば、状態方程式を求めること

ができる。

4.3 グランドカノニカル分布の応用

4.3.1 単原子古典理想気体

単原子古典理想気体については、カノニカルアンサンブルでの計算に特に困

難はないので、グランドカノニカル分布を持ち出す必要は特にないが、よく知

られている結果を再導出してみる。また、化学ポテンシャルの表式も導出する。

大分配関数 Ξ(T, V, µ)は (4.12)において Z(T, V,N)に単原子古典理想気体

の分配関数の表式

Z(T, V,N) =
V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

(4.36)

7単に圧力と体積をかけるだけならもう計算の必要はないと思ってはいけない。P を具体的に
T, µ の関数として求めなければ、J をもとにして、本節で求めた公式などを使って、色々な熱力
学的量を求めることはできない。従って、J = −PV と書いただけでは熱力学的関数としての J
を求めたことにはならない。
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を代入すると得られ

Ξ(T, V, µ) =
∞∑

N=0

V N

N !

(
2πmkBT

h2

)3N/2

eβµN

=

∞∑
N=0

1

N !

{
V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ

}N

= exp

{
V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ

}

となる。従って、グランドポテンシャルは

J(T, V, µ) = −PV = −kBTV
(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ (4.37)

であたえられる。これにより PV の表式が得られたが、このままでは状態方

程式になっていない。µの T, V,N 依存性を定めなくてはならない。そこで、

(4.20)を用いて粒子数の期待値を計算してみよう。

⟨N⟩ = − ∂J

∂µ

∣∣∣∣
T,V

= V

(
2πmkBT

h2

)3/2

eβµ (4.38)

これが与えられた粒子数と等しくなるように化学ポテンシャル µが定まること

になる。従って

eβµ =
N

V

(
h2

2πmkBT

)3/2

(4.39)

が得られる8。これを (4.37)に代入して、状態方程式

PV = NkBT (4.40)

が得られる。

8eβµ を fugacity(逃散能）と呼ぶ。
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吸着点（吸着サイト） N0個

吸着原子　　　Na個

図 4.4: 吸着分子系。黒丸が吸着点。白丸が吸着している分子。

4.3.2 吸着分子系

固体表面での、気体分子の吸着の問題の簡単なモデルを考えよう。今、図 4.4

に示すように、固体表面にN0個の吸着点（まわりにある気体分子を吸着するこ

との出来る点）があり、各吸着点のエネルギーが次のように与えられるとする

• 分子が吸着している時：−ϵ(< 0)

• 分子が吸着していないとき：0

i番目の吸着点にある分子数を ni (= 0 または 1, i = 1, ..., N0)と書くことに

する。このとき、吸着している分子の総数 Na は

Na =

N0∑
i=1

ni (4.41)

で与えられる。また、その全エネルギー E は

E =

N0∑
i=1

(−ϵni) = −ϵ
N0∑
i=1

ni (4.42)

で与えられる。吸着原子の状態は niをすべての i(= 1, ..., N0)に対して与えれ

ば決まるが、niを自由に 0か 1の値を取らせると、全吸着分子数Naは変化し

てしまう。従って、グランドカノニカルアンサンブルを用いて計算するのが便

利である。
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大分配関数 Ξa は

Ξa =
1∑

n1=0

1∑
n2=0

....
1∑

nN0
=0

exp

{
βϵ

N0∑
i=1

ni + βµa

N0∑
i=1

ni

}

=

1∑
n1=0

1∑
n2=0

....

1∑
nN0

=0

N0∏
i=1

exp {β(ϵ+ µa)ni}

=

N0∏
i=1

1∑
ni=0

exp {β(ϵ+ µa)ni} = {1 + exp(β(ϵ+ µa))}N0 (4.43)

で与えられる9。ここで、µa は吸着分子の化学ポテンシャルである。

i番目の吸着点の大分配関数を

ξi =

1∑
ni=0

exp {β(ϵ+ µa)ni}

= 1 + exp(β(ϵ+ µa)) (4.44)

で定義しておく。これは iによらないので以下では ξi = ξ と書くことにする。

全吸着分子の大分配関数はこれを用いて

Ξa =

N0∏
i=1

ξi = ξN0 (4.45)

と表される10。

グランドポテンシャルは

Ja(T, µa) = −kBTN0lnξ = −kBTN0ln(1 + exp {β(ϵ+ µa)}) (4.46)

で与えられる。

これを用いると吸着分子数の期待値は

⟨Na⟩ = −
∂Ja
∂µa

=
N0

1 + exp {−β(ϵ+ µa)}
9ここでの計算の流れは 3.2 節の二準位系の分配関数の計算と同じである。後に、5 章で扱う

フェルミ気体の計算でも同じような計算が出てくる。
10ただし、このように書けるのは一つ一つの吸着点が独立な場合に限られる。
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吸着点（吸着サイト）

吸着原子　気体原子

気体状態の原子

図 4.5: 吸着分子系と気体状態の分子の平衡状態

で与えられる。しかし、これではまだ実験的にコントロールできない量 µa が

入っている。 どうやって µa を決めればよいだろうか。

実際の状況においては、吸着分子系は、図 4.5に示すように、気体状態の分

子の系と分子のやりとりをして平衡状態にある。気体状態の分子を単原子古典

理想気体として取り扱って、この平衡状態を議論しよう。気体状態の分子の化

学ポテンシャル µg は (4.39)より、

eβµg =
Ng

V

(
h2

2πmkBT

)3/2

=
P

kBT

(
h2

2πmkBT

)3/2

(4.47)

なので、平衡条件 µa = µg から、吸着分子数は

Na =
N0

1 +
kBT

P

(
2πmkBT

h2

)3/2

exp(−βϵ)
=

N0

1 + P0(T )/P
(4.48)

で与えられる。ここで P0(T ) = kBT

(
2πmkBT

h2

)3/2

exp(−βϵ)とおいた
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図 4.6: 被覆比 θの圧力依存性

0 10
T/ε

p0(T)

0 2 4
0

1

kBT/ε

θ

p大

p小

図 4.7: (a) P0(T )の温度依存性 (b)被覆比 θの温度依存性

ここで、被覆比 θを θ ≡ Na

N0
で定義すると

θ =
1

1 + P0(T )/P
=

P

P + P0(T )
(4.49)

が得られる。これをラングミュア (Langmuir)の等温吸着式と呼ぶ。温度を一

定 (P0(T )を一定）にして、圧力 P を変化させた時の被覆比の圧力依存性を図

4.6に示す。P0(T )の温度依存性は図 4.7(a)に示すようになるので、圧力を一

定にした場合の、被覆比 θの温度依存性は図 4.7(b)に示すようになる。これら

は、それぞれの式の高圧、低圧や高温、低温の極限での振る舞いを見てやるこ

とにより、おおよその振る舞いを見通すことができる。また、数値計算も簡単

なので各自試みてみるとよい。
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演習問題 4

1. 吸着分子系で、ϵ < 0すなわち吸着した方がエネルギーが高くても、有限

の温度では被覆比は有限になり、吸着している分子が有限の割合で存在

することになる。このことの物理的理由は何か。

2. 吸着分子系で、各吸着点にいくつでも分子が吸着できる場合を考える、

吸着点に n個分子が吸着しているときのエネルギーを −nϵ (< 0)とする

（吸着していないときはエネルギーは 0とする)。このときの振る舞いを

本文と同様に議論せよ。また、結果の物理的意味についても考察せよ。

3. 質量mの単原子分子からなる固体と同じ単原子分子からなる理想気体が

接して熱平衡状態にある時を考える。

(a) 固体、各原子はポテンシャルエネルギーの極小点（極小値 −ϕ0)の
まわりで角振動数 ωの単振動をしているものとする（アインシュタ

イン模型）この系をグランドカノニカル分布で取り扱い、大分配関

数 Ξ、グランドポテンシャル J、化学ポテンシャル µを求めよ。

(b) 気体の圧力 pを求めよ。

(c) (a) kBT ≪ ~ω、(b) ~ω ≪ kBT ≪ ϕ0、(c) ϕ0 ≪ kBT での pの近

似式を導き、pの温度依存性の概略を図示せよ。ただし、(c)の領域

は現実的にはあまり意味がない。なぜか。
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第5章 気体の量子統計力学

5.1 1粒子状態と多粒子状態

１個の粒子の状態は、座標表示では波動関数 ψσ(r)で記述される。ここで、

rはその粒子の座標であり、σはスピンなど粒子の内部自由度を指定する量子

数である。この波動関数はシュレーディンガー方程式[
− ~2

2m
∇2 + Vσ(r)

]
ψσ(r) = ϵψσ(r) (5.1)

を満たす。このような一つの粒子の量子力学的状態を１粒子状態と呼び、これ

を表す波動関数 ψσ(r)を一粒子波動関数、固有エネルギー ϵを一粒子エネル

ギーと呼ぶ。

これに対し、N 個の粒子からなる系全体の状態を表すには、N 変数の波動

関数 ψσ1,σ2,...σN
(r1, r2, ..., rN )が必要である。このような波動関数を N 粒子

波動関数と呼び、N 粒子系に対するシュレーディンガー方程式[
N∑
i=1

− ~2

2m
∇2

i + Vσ1,σ2,...,σN
(r1, r2, ..., rN )

]
ψσ1,σ2,...σN

(r1, r2, ..., rN )

= Eψσ1,σ2,...σN
(r1, r2, ..., rN ) (5.2)

を満たす。この場合の固有エネルギー E はN 粒子系全体の持つエネルギーで

あり、一粒子エネルギー ϵとは区別しなくてはいけない。一粒子シュレーディ

ンガー方程式は他の粒子は存在しない状況を記述しているので、粒子間の相互

作用の影響は入ってこないが、N 粒子シュレーディンガー方程式は相互作用の
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効果をすべて取り込んだものである。通常、ポテンシャル項 V は

Vσ1,σ2,...,σN (r1, r2, ..., rN ) =

N∑
i=1

Vσi(ri) +
∑
<i,j>

Vσi,σj (ri, rj) (5.3)

のように書ける。第一項 Vσi(ri)は一粒子ポテンシャルであり、これは (5.1)に

既に含まれている。第二項が２粒子の対の間の相互作用を表している。

粒子間の相互作用がない時 (Vσi,σj (ri, rj) = 0のとき)、全エネルギーは一粒

子エネルギーの和として

E =
N∑
i=1

ϵi (5.4)

と表せる。ここで、ϵiは i番目の粒子の一粒子固有エネルギーである。粒子間

に相互作用のある場合はこのように単純な和として書くとこはできないので、

E を求めるには (5.2)を直接解く必要がある。これは多くの場合近似的手法を

必要とするが、そのような近似の出発点として、まずは相互作用のない場合を

きちんと理解することが必要である。そこで本章では、自由粒子系すなわち量

子理想気体の統計力学について詳しく述べる。

5.2 箱の中の自由粒子

ここではまず、一粒子ポテンシャルも存在しない場合から始めることにし、

図 5.1 のような一辺 L の立方体の箱の中に閉じこめられた粒子に対するシュ

レーディンガー方程式

− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ψ(x, y, z) = ϵψ(x, y, z) (5.5)

を考えてみよう。固有状態は平面波状態

ψ(x, y, z) =
1√
V
eik·r (5.6)

(5.7)
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L

L

L

図 5.1: L× L× Lの箱

であり、固有エネルギーは

ϵ(k) =
~2

2m

(
k2x + k2y + k2z

)
=

~2k2

2m
(5.8)

で与えられる。この状態をブラケット記法を用いて |k⟩と表わす。
ここで、ψ(x, y, z)に周期境界条件を課すと、許される kの値は

kx =
2πlx
L

, ky =
2πly
L

, kz =
2πlz
L

(5.9)

(lx, ly, lzは整数)

の形のものに限られる。１つの許される kの値が粒子が取り得る１つの状態に

対応する。N 個の粒子があるとき、粒子の間の相互作用がなければ、粒子の一

つ一つがこれらの状態の内のどれかに入る。

このとき、N 個の粒子からなる全系の状態は一つ一つの粒子の波数を指定す

ることにより、次のように表現できる。

|k1,k2,k3, ...,kN ⟩ (5.10)

ここで ki は i番目の粒子の波数を表す。

分配関数 Z の計算では、全系のすべての状態について和を取るので、

Z =
1

N !

∑
p1

∑
p2

∑
p3

...
∑
pN

exp

{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

}
(5.11)
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となる。N !で割ったのは、粒子が互いに区別できないので粒子の名前の付け

方の数で割ったのである1。また、古典系との対応を考え波数の代わりに運動

量 pi ≡ ~kiを用いて表した。pxi, pyi, pzi それぞれの取り得る値の間隔は
2π~
L

であるが、L は巨視的な大きさであることに気をつけると pxi, pyi, pzi はほと

んど連続変数とみなしてよい。従って、これらについての和は積分に置き換え

ることができる。１つの粒子の運動量空間で見ると、
(
2π~
L

)3

あたり１つの運

動量の値が許されていることに注意すると、運動量空間の微小体積 d3pi の中

にある許される状態の数は

d3pi(
2π~
L

)3 (5.12)

である。従って (5.11)は

Z =
1

N !

∫ ∞

−∞

d3p1(
2π~
L

)3 ...∫ ∞

−∞

d3pN(
2π~
L

)3 exp

{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

}

=
V N

(2π~)NN !

∫ ∞

−∞
d3p1d

3p2....d
3pN exp

{
−β

N∑
i=1

p2
i

2m

}
(5.13)

となってしまう。これは古典理想気体の分配関数と同じである。と言うことは

理想気体において量子効果は存在しないのだろうか。そんなことはない。実は

先ほど単純に N !で割ってしまった点に問題がある。

この点を明らかにするために、量子力学的な粒子が「自己同一性」をもたな

いということについて、もう一度考え直してみよう。

２つの同種粒子が区別できない時、図 5.2に示すような２通りの状態を考え

てみる。

1. 「粒子 iが波数 kの状態にあり粒子 j が別の波数 k′ の状態にある」こ

とと

2. 「粒子 j が波数 kの状態にあり粒子 iが別の波数 k′ の状態にある」こ

とは
1ここがすぐ後で問題になる。だまされないように！
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粒子i

≡

粒子j

図 5.2: 異なる状態にある２つの量子力学的粒子

粒子i

粒子j

N=2なのに元々１回しか数えていない

{
k

図 5.3: 同じ状態にある２つの量子力学的粒子

粒子 iと j が区別できるとすれば異なる状態だが、区別できなければおなじ状

態である。実際には区別できないわけだから、区別できるとして分配関数の計

算での状態についての和を取れば、数えすぎになる。これを修正するために粒

子の番号の付け方の数（2個なら 2!、N 個なら N !）で割ると言う操作を行う

わけである。

しかし、図 5.3に示すように、

1. 「粒子 iが波数 kの状態にあり粒子 j も波数 kの状態にある」ことと

2. 「粒子 j が波数 kの状態にあり粒子 iも波数 kの状態にある」ことは

粒子が区別できてもできなくても元々同じ状態である。このときは粒子が区別
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できるとして計算しても、数えすぎではないので粒子の番号の付け方の数で

割ってはいけない。つまり、粒子の分布の仕方によって割り方を変えなくては

ならないということになる。N 個の場合でもこれをきちんとやれば正しい答え

が得られるが、これはいささか面倒である。

そもそも、区別できない粒子に名前（番号）を付けて計算を始めるからこん

な面倒なことになるのであって、始めから名前を付けない方が簡単である。そ

のためには、それぞれの１粒子状態にある粒子数を並べて全系の状態を記述

するようにすれば、このような煩わしさは生じない。そこで、次節ではこのよ

うな表示の仕方（粒子数表示)について少し詳しく述べる。

5.3 粒子数表示

粒子数表示では多粒子系の量子力学的状態を次のように表す。∣∣∣nk1
, nk2

, nk3
, ...
⟩
≡
∣∣∣{nkα

}
⟩

(5.14)

ここで kα は α番目の 1粒子状態の波数、nk は波数 kの 1粒子状態にいる粒

子数 (占拠数ということもある)である。あるいは、波数だけでは区別できない

状態もあるので、波数以外の内部自由度 σ（電子や原子核のスピン、原子内部

の電子状態、分子の回転、振動など）も持つ粒子の場合は∣∣∣nk1,σ1
, nk2,σ2

, nk3,σ3
, ...
⟩
≡
∣∣∣{nkα,σα

}
⟩

(5.15)

のように表す。また、波数と内部自由度をいちいち明記するのが面倒な場合は、

単に状態の番号を添え字にして

|n1, n2, n3, ...⟩ ≡ |{nα}⟩ (5.16)

と書いてもよい。この場合、nαは α番目の 1粒子状態にいる粒子数を表す。今

後は必要に応じてこれらの書き方を混用する。
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この状態において、全粒子数 N、全エネルギー E は

N =
∑
kσ

nkσ =
∑
α

nα (5.17)

E =
∑
kσ

ϵkσnkσ =
∑
α

ϵαnα (5.18)

で与えられる。ϵkσ
は波数 k、内部自由度 σの１粒子状態の１粒子エネルギーで

ある。また、ϵαは α番目の１粒子状態の１粒子エネルギー (= ϵkασα
)である。

粒子数表示を使う場合、カノニカル分布では全粒子数が一定なので N =∑
α nαを拘束条件として課さねばならないので計算が面倒である。そこでグラ

ンドカノニカル分布を使えば、この拘束条件を外して計算が進められる。ただ

し、化学ポテンシャルを導入して、その値を後から決めてやる手間はかかる。

実際の計算に進む前に、nα の取り得る値の範囲を考えておこう。

5.4 粒子の統計性:フェルミ粒子とボーズ粒子

5.4.1 ２粒子波動関数の対称性

２つの同種粒子からなる系の波動関数を考える。座標表示でも運動量表示で

もよい。

ψ(r1, r2) :座標表示 ψ(p1,p2) :運動量表示 (5.19)

粒子が区別できないなら、２つの粒子を入れ替えても同じ状態を表していなく

てはいけない。波動関数は位相が変わっても同じ状態を表すので

ψ(r1, r2) = eiθψ(r2, r1) :座標表示 (5.20)

ψ(p1,p2) = eiθψ(p2,p1) :運動量表示 (5.21)

がなりたっている。さらにもう一度入れ替えると、

ψ(r1, r2) = eiθψ(r2, r1) = ei2θψ(r1, r2) (5.22)
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図 5.4: 粒子の入れ替え

ψ(p1,p2) = eiθψ(p2,p1) = ei2θψ(p1,p2) (5.23)

従って、ei2θ = 1なので

eiθ = ±1 (5.24)

でなくてはならない。すなわち、場合として

1. eiθ = 1：粒子の入れ替えに対して対称

ψ(r1, r2) = ψ(r2, r1) ψ(p1,p2) = ψ(p2,p1) (5.25)

2. eiθ = −1：粒子の入れ替えに対して反対称　

ψ(r1, r2) = −ψ(r2, r1) ψ(p1,p2) = −ψ(p2,p1) (5.26)

の二通りがある。eiθ = +1か−1かは粒子の種類によって決まっていて、対称
の場合をボーズ粒子、反対称の場合をフェルミ粒子と呼ぶ。

特にフェルミ粒子の場合、r1 = r2 とおくと、

ψ(r1, r1) = −ψ(r1, r1) (5.27)

なので

ψ(r1, r1) = 0 (5.28)

である。このことは２つの粒子が同じ位置には来れない事を意味している。また

ψ(p1,p1) = −ψ(p1,p1) (5.29)
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なので

ψ(p1,p1) = 0 (5.30)

である。このことは、２つの粒子が同じ運動量の状態に入れない事を意味して

いる。一般に、r や pの代わりに１粒子状態の番号 αで考えても同じである

から、フェルミ粒子は２つの粒子が同時に同じ状態には入れないことになる。

これをパウリの排他律と呼ぶ。これに対し、ボーズ粒子はこのような制限はな

く同じ状態にいくつでも入れる。従って、各１粒子状態の粒子数が取り得る値

は、フェルミ粒子に対しては nα = 0, 1だけであるが、ボーズ粒子に対しては

nα = 0, 1, 2, ..., ∞である。
以下に述べるように、フェルミ粒子とボーズ粒子の違いは多粒子系において、

低温での統計力学的振る舞いを決定的に変える。そこでこの違いを粒子の統計

性の違いという2。

5.4.2 スピンと統計の関係

粒子の統計性は、その粒子の持つスピンの大きさ Sで以下のように決まって

いる。

• フェルミ粒子： S =
1

2
,
3

2
,
5

2
, ....(半奇数）

• ボーズ粒子 : S = 0, 1, 2, ....（整数）

この関係を導くには相対論的量子力学が必要なので、ここでは立ち入らない。

基本粒子としては3電子、陽子、中性子、µ粒子、ニュートリノなどがフェル

ミ粒子である。これらはすべてスピン S = 1/2を持っている。これに対し、光

子 (S = 1)、調和振動子のエネルギー量子 (S = 0)、π 中間子 (S = 0)などは

ボーズ粒子の例である。このように、基本粒子としては量子力学的な粒子は種

類が限られているが、実際には、原子・分子やイオン、原子核など、いくつか
2なお、上に述べたように２個の粒子の場合でも、フェルミ粒子とボーズ粒子の違いは現れる。

従って、極めて多数の粒子の関与をにおわせる統計性という言葉はやや適切さを欠くように思われ
る

3何が基本粒子かは問題であるが、ここではクオークのレベルまでは立ち入らない
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図 5.5: 複合粒子の入れ替え

の粒子が集まってできている複合粒子も、その結合エネルギーより十分低い温

度では、一個の粒子として取り扱うことができる。このような複合粒子の統計

性はどうなるだろうか。

２つの同種の複合粒子が２個ある状況を考える。粒子 1と 2の複合粒子をA、

3と 4の複合粒子を Bとする。ここで、図 5.5のようにAと Bを入れ替える事

を考える。

４粒子の波動関数は

ψ(r1, r2; r3, r4) = eiθψ(r3, r2; r1, r4) = e2iθψ(r3, r4; r1, r2) (5.31)

のように変化するので、もとの粒子が eiθ = 1(ボーズ粒子)でも eiθ = −1(フェ
ルミ粒子)でも e2iθ = 1となり、複合粒子はボーズ粒子と見なせる。この場合、

もとの粒子のスピンが整数の時も半奇数の時も複合粒子のスピンは整数になる

から、スピンと統計の関係ともつじつまが合っている。同様に考えると、一般

に異なる粒子を含む場合も

• 偶数個のフェルミ粒子と任意の個数のボーズ粒子からなる複合粒子はボー
ズ粒子であり、スピンは整数である。

例：4He原子（電子２個＋中性子２個＋陽子２個）

• 奇数個のフェルミ粒子と任意の個数のボーズ粒子からなる複合粒子はフェ
ルミ粒子であり、スピンは半奇数である。　
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例：3He原子（電子２個＋中性子１個＋陽子２個）

ことがわかる。

5.5 理想フェルミ気体と理想ボーズ気体

ここまでで、量子理想気体の熱力学的量を計算する準備が整った。まず、粒

子数表示での全粒子数N と全エネルギー E の表式を思い出しておこう。

N =
∑
α

nα, (5.32)

E =
∑
α

ϵαnα (5.33)

大分配関数 Ξは次のように求められる。

Ξ(T, µ) =
∑

i=全系のすべての状態

exp(−β(Ei − µNi))

=
∑
n1

∑
n2

∑
n3

.. exp

(
−β

(∑
α

ϵαnα − µ
∑
α

nα

))
=
∑
n1

∑
n2

∑
n3

..
∏
α

exp(−β(ϵα − µ)nα))

=
∏
α

{∑
nα

exp(−β(ϵα − µ)nα)

}
=
∏
α

ξα (5.34)

ここで ξα は α番目の１粒子状態の大分配関数であり

ξα =
∑
nα

exp(−β(ϵα − µ)nα) (5.35)

で与えられる。また

jα = −kBT lnξα (5.36)

は１粒子状態 αのグランドポテンシャルとみなせる。

ξα の具体的な計算はボーズ粒子の場合とフェルミ粒子の場合で異なる。
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1. ボーズ粒子の場合

(a) 大分配関数

まず、(5.35)を計算しよう。ボーズ粒子の場合は nα の和は 0から

∞までとる必要がある。従って

ξα =

∞∑
nα=0

exp(−β(ϵα − µ)nα)

=
∞∑

nα=0

(e−β(ϵα−µ))nα (5.37)

これは初項 1、公比 e−β(ϵα−µ) の等比級数なので

=
1

1− exp(−β(ϵα − µ))
(5.38)

となる。ここで、収束を保証するためには e−β(ϵα−µ) < 1でなくては

ならない。これは化学ポテンシャルの値に制限を与える。自由粒子

に対しては ϵα =
~2k2

α

2m
≥ 0なので、任意の kαに対し e−β(ϵα−µ) < 1

であるためには、µ < 0でなくてはならない。すなわち、自由ボー

ズ粒子に対する化学ポテンシャルは常に負である。

これを用いると全系の大分配関数は

Ξ(T, V, µ) =
∏
α

ξα =
∏
α

1

1− e−β(ϵα−µ)
(5.39)

と与えられる。

(b) グランドポテンシャル

全系のグランドポテンシャルは

J(T, V, µ) = −kBT lnΞ = −kBT
∑
α

lnξα

=
∑
α

jα = kBT
∑
α

ln(1− e−β(ϵα−µ)) (5.40)
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で与えられる。ここで、

jα = −kBT lnξα = kBT ln(1− e−β(ϵα−µ)) (5.41)

は１粒子状態 αのグランドポテンシャルである。

(c) １粒子状態 αにある粒子数の期待値は、jα に (4.20)を適用して

nα ≡ ⟨nα⟩ = −
∂jα
∂µ

=
1

eβ(ϵα−µ) − 1
(5.42)

で与えられる。これをボーズ分布関数という。１粒子エネルギー ϵ

の関数として単に

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) − 1
(5.43)

と書いたり、運動量 kの関数として

nk =
1

e
β(ϵk−µ) − 1

(5.44)

と書くこともある。

(d) 全粒子数の期待値

(5.42)をすべての波数について加え合わせると全粒子数が得られる。

N ≡ ⟨N⟩ =
∑
α

nα =
∑
α

1

exp(β(ϵα − µ))− 1
(5.45)

通常の状況では、まず粒子数N が与えられるので、この関係を使っ

て µを定めることになる。

2. フェルミ粒子の場合

(a) 大分配関数

まず、(5.35)を計算しよう。フェルミ粒子の場合は nαの和は 0と 1

だけについてとればよい。従って

ξα =
1∑

nα=0

exp(−β(ϵα − µ)nα)

= 1 + exp(−β(ϵα − µ)) (5.46)
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となる。これを用いると全系の大分配関数は

Ξ(T, V, µ) =
∏
α

ξα =
∏
α

(1 + e−β(ϵα−µ)) (5.47)

と与えられる。

(b) グランドポテンシャル

全系のグランドポテンシャルは

J(T, V, µ) = −kBT lnΞ = −kBT
∑
α

lnξα

=
∑
α

jα = −kBT
∑
α

ln(1 + e−β(ϵα−µ)) (5.48)

ここで

jα = −kBT lnξα = −kBT ln(1 + e−β(ϵα−µ)) (5.49)

は１粒子状態 αのグランドポテンシャルである。従って、

(c) 状態 αの粒子数の期待値

１粒子状態 αにある粒子数の期待値は、jα に (4.20)を適用して

nα ≡ ⟨nα⟩ =
1

eβ(ϵα−µ) + 1
(5.50)

これをフェルミ分布関数という。１粒子エネルギー ϵの関数として

単に

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
(5.51)

と書いたり、運動量 kの関数として

nk =
1

e
β(ϵk−µ) − 1

(5.52)

と書くこともある。自由フェルミ粒子に対する化学ポテンシャルに

ついては符号の制限はない。

126



(d) 全粒子数の期待値

(5.42)をすべての波数について加え合わせると全粒子数が得られる。

N ≡ ⟨N⟩ =
∑
α

nα =
∑
α

1

exp(β(ϵα − µ)) + 1
(5.53)

通常、粒子数 N が与えられたとき、この関係を使って µを定める

ことになる。

3. 古典極限

この様に、量子力学的には、粒子の統計性によって異なった分布関数が

得られることになるが、古典極限では統計性の違いは問題にならないは

ずである。粒子の自己同一性に関する問題が生じるのは、同じ１粒子状

態に２つ以上の粒子が入るような配置が問題になる場合であった。nαが

十分小さければ、ほとんどの１粒子状態は空で、まれに１個だけ粒子が

入っているだけでそれ以上入っている確率は無視してよい。従って、分

配関数の計算においてN !で割ってしまって問題はない。すなわち、古典

極限は希薄極限 nα ≪ 1と同等である。4

希薄極限の条件は

nα =
1

eβ(ϵα−µ) ± 1
≪ 1 (+はフェルミ分布、−はボーズ分布) (5.54)

であるが、これが成り立つためには分母の指数関数の部分が十分大きく

なくてはならないので

eβ(ϵα−µ) ≫ 1 (5.55)

でなくてはならない。このとき、フェルミ粒子、ボーズ粒子の違いによ

らず nα ≃ exp(−β(ϵα − µ)) なので、運動量 pを持つ粒子数の期待値は、

np ≃ exp
(
−βp2

2m

)
eβµ で与えられる。ここで、全粒子数の期待値が N

4フェルミ粒子の場合はそもそも２個入れないわけだが、その条件が効いてくるのは、もし許さ
れれば２個入ってしまうような密度のときである。
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になるように µを決める式は

N =
∑
p
np =

∑
p

exp(−βp
2

2m
)eβµ

=

∫
L3d3p

(2π~)3
exp(−βp

2

2m
)eβµ = V

(
mkBT

2π~2

) 3
2

eβµ

である。これより

eβµ =
N

V

(
2π~2

mkBT

) 3
2

(5.56)

なので

np =
N

V

(
2π~2

mkBT

) 3
2

exp(− p2

2mkBT
) (5.57)

が得られる。これは、マックスウェル・ボルツマンの速度分布則 (3.15)

と同等である。

古典近似の条件 (5.55)は、その時点では未知の化学ポテンシャルを含ん

でいたので、ここで求められた表式 (5.57)を用いて、改めて古典極限の

成り立つ具体的な条件を考えてみる。(5.57)が実際に np ≪ 1を常に満

たすためには、その最大値が 1より十分小さくてはならないから

np=0 =
N

V

(
2π~2

mkBT

) 3
2

≪ 1 (5.58)

でなくてはならない。ここで、粒子の平均間隔を a ≡
(
V
N

) 1
3 とおくと、

この条件は

a≫ λT (5.59)

と書ける。ここで

λT =

(
2π~2

mkBT

) 1
2

(5.60)
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は熱的ド・ブロイ波長とよばれ、kBT 程度のエネルギーを持つ粒子のド・

ブロイ波長である。すなわち、粒子間隔が平均的なド・ブロイ波長より

小さくなると、波動関数の干渉が無視できなくなり、古典的な取り扱い

は破綻する。古典極限は、温度一定で考えれば、希薄極限（aが大きい極

限）とみなせるが、密度一定で考えれば高温極限に対応する。温度が上

がれば、より多くの状態に粒子が分布することになるので、一つの一粒

子状態にある粒子数の期待値は小さくなり、nα ≪ 1が満たされることに

なる。

逆に言うと量子効果の観測できる条件は
2π~2

ma2
≫ kBT であるから、具体

的には

• 軽い粒子 : 例　電子 (固体物理)、He(超流動)

• 超低温 : 例　冷却原子系（Na等の原子の BEC)

• 高密度 : 例　中性子星、白色矮星

といった条件の下で量子効果が顕著になる。次章、次々章ではボーズ粒

子。フェルミ粒子それぞれについてこの様な条件下で起きる特徴的な現

象を調べることにする。
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演習問題 5

1. 理想フェルミ気体、理想ボーズ気体のエントロピー S が次式で与えられ

る事を示せ。 nαはそれぞれフェルミ分布関数、ボーズ分布関数である。

S = −
∑
α

{(1− nα)ln(1− nα) + nαlnnα}, フェルミ粒子

S =
∑
α

{(1 + nα)ln(1 + nα)− nαlnnα}, ボーズ粒子

2. 理想フェルミ気体、理想ボーズ気体において、各１粒子状態の粒子数 n̂α

の揺らぎについて以下の関係がなりたつことを示せ⟨
(n̂α − ⟨n̂α⟩)2

⟩
= ⟨n̂α⟩ (1± ⟨n̂α⟩) +はボーズ粒子、−はフェルミ粒子

なお、ここで n̂αは整数値をとる粒子数そのものを表し、その期待値 ⟨n̂α⟩
がフェルミ分布関数やボーズ分布関数（1粒子分布関数）nα となる。

3. 理想ボーズ気体、理想フェルミ気体において圧力 pと単位体積当たりの

内部エネルギー uの間に p =
2

3
u の関係があることを示せ。

4. 理想フェルミ気体、理想ボーズ気体について、希薄極限 (nk ≪ 1)にお

いて

(a) 古典理想気体の状態方程式を再現することを示せ。

(b) 古典理想気体のエントロピーの表式を再現することを示せ。

5. 波数 kの光子を、エネルギー ~ωk = ~c | k | (c : 光速)をもつボーズ粒

子と考えて空洞輻射（光子気体）を取り扱う。

(a) 光子の化学ポテンシャルは 0である。その理由を説明せよ。

(b) ボーズ分布関数からプランクの輻射公式を導け。
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第6章 ボーズ・アインシュタイン
凝縮

6.1 準備

スピンを持たない理想ボーズ気体を考える。まず、絶対零度で実現するこの

系の基底状態がどのようなものか考えてみよう。基底状態では全系のエネル

ギーを最低にしなくてはならないが、ボーズ粒子の場合一つの状態にいくつで

も粒子が入れるから、すべての粒子が ϵk = 0の１粒子状態に入ればよい。す

なわち、基底状態は
∣∣∣nk=0

= N, nk ̸=0
= 0
⟩
と表せる。この状態では、k = 0

の１粒子状態の波動関数が系のすべてを支配し、マクロなスケールで「コヒー

レント（位相のそろった）」な状態が実現しているといえる。このように、マ

クロな数の粒子が k = 0の一粒子状態に入っている状態をボーズ・アインシュ

タイン凝縮状態と呼ぼう。

次に、高温では µが有限の負の値である限り、ボーズ分布関数 (5.44)はO(1)

なので、k = 0を含むすべての状態に同程度の割合で分布し、高温極限では前

章で見たとおり古典理想気体に連続的につながる。この間の移り変わりはどの

ように起きているのだろうか。つまり、ボーズ・アインシュタイン凝縮状態は

絶対零度でしか実現しないのか？それとも有限の温度で相転移がおきるのだろ

うか？

さて、これからの計算に実際に必要になる量は、全粒子数

N =
∑
k

1

e
β(ϵk−µ) − 1

(6.1)
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内部エネルギー

U =
∑
k

ϵk

e
β(ϵk−µ) − 1

(6.2)

など
∑
k

f(ϵk)の形をした量である。波数 kの許される値は (5.9)で与えられ、

Lが巨視的な場合ほとんど連続とみなせるから、デバイモデルや空洞輻射の計

算にならって和を積分に変換する事を考えよう。(3.118)から (3.122)に至る計

算と同様にして、この和は次のように書き換えられる。∑
k

f(ϵk) = V
∑
α

∫
4πk2dk

(2π)3
f(ϵk) (6.3)

ここで、ϵk =
~2k2

2m
であるから、

k =

√
2mϵk
~

, dk =
1

~

√
m

2ϵk
dϵk (6.4)

に注意すると、 ∑
k

f(ϵk) = L3

∫ ∞

0

√
m3ϵ

2π4~6
f(ϵ)dϵ (6.5)

となる。ここで、積分変数 ϵk を ϵに名前を変えた。さらに、単位体積あたり

の１粒子状態密度D(ϵ)を

D(ϵ) =

√
m3ϵ

2π4~6
(6.6)

で定義すると ∑
k

f(ϵk) = V

∫ ∞

0

D(ϵ)f(ϵ)dϵ (6.7)

となる。

V D(ϵ)dϵ (6.8)

は体積 V の系で、エネルギー ϵ ∼ ϵ+ dϵをもつ１粒子状態の数を表す。
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6.2 臨界温度

まず、十分高温のときを考えよう。µ < 0とすると n(ϵ)は ϵの有界でなめら

かな関数なので

N =
∑
k

n(ϵk) =
∑
k

1

exp(β(ϵk − µ))− 1
(6.9)

= V

∫ ∞

0

D(ϵ)dϵ

eβ(ϵ−µ) − 1
= V

∫ ∞

0

n(ϵ)D(ϵ)dϵ (6.10)

が成り立つ。これを満たすように µ(T ) が温度 T の関数として定まるはずで

ある。

この式から、µの温度依存性がおおよそどうなっているか読み取ってみよう。

まず、T や µを独立に変えた時、N がどのように変わるかを見ることにする。

(6.10)において、5.5節で示したように µ < 0で、積分範囲から ϵ > 0なので、

常に ϵ− µ > 0であることに注意すると、µ一定のまま温度 T を下げると、N

は減少することがわかる。一方、T を一定にして µを増やしたときは N は増

加する。N は実際は一定な訳だから、温度 T が下がったら µを増加させて、

温度の低下によるN の減少を補わなければならない。ところが µ < 0なので、

µを 0以上に増やすことはできない。そこで、µ = 0とおいた時の粒子数が有

限であれば、粒子数にも上限 Nmax(T )があることになってしまう。実際には

粒子数は決まっているから、これは奇妙だがとりあえず µ = 0とおいたときの

N(= Nmax)を計算してみよう。この時の分布関数は図 6.1に示すようになって

いる。

Nmax(T ) = V

∫ ∞

0

D(ϵ)dϵ

eβϵ − 1
= V

∫ ∞

0

√
m3ϵ

2π4~6
dϵ

eβϵ − 1

βϵ = xとおいて

= V

√
m3

2π4~6
(kBT )

3
2

∫ ∞

0

√
xdx

ex − 1
= V

(
mkBT

2π~2

) 3
2

ζ(
3

2
) (6.11)

ただし、ζ(z)はリーマンの ζ 関数であり、付録 Cに与えるように

ζ(
3

2
) ≃ 2.612 (6.12)
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ε

n(ε) µ=0(T<Tc)でのボーズ分布関数

ε=0で発散

図 6.1: µ = 0の時のボーズ分布関数

である1。この結果からNmax(T )は温度と共に減少することがわかる。N は決

まっているわけだから、温度を下げてゆき、ある温度 Tc 以下で、元々あった

粒子数N よりNmax(T )が小さくなってしまったら、ここまでの議論が破綻し

何かがおきることが予想される。このような温度 Tc は

Nmax(Tc) = V

(
mkBTc
2π~2

) 3
2

ζ(
3

2
) = N (6.13)

から定まる。こうなる温度 Tc を臨界温度と呼ぶ。

kBTc =
2π~2

mζ( 32 )
2
3

(
N

V

) 2
3

∼ 2π~2

ma2
(6.14)

これはおよそ粒子の熱的ドブロイ波長 (5.60)が、平均粒子間隔程度になる温度

に等しい。従って、T < Tc では量子性が重要になる。

1値は数値計算による。
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6.3 ボーズ・アインシュタイン凝縮状態

T < Tc で起きていることは、絶対零度で起きていることと似ているはずで

ある。絶対零度では最低エネルギー状態 k = 0にマクロな数 N の粒子がすべ

て入っているのだから、0 < T < Tc では最低エネルギー状態 k = 0に、すべ

ての粒子ではないにせよマクロな数N0個の粒子が入っていると考えてみよう。

N0 ≡ nk=0を凝縮粒子数と呼ぶ。また、N0がマクロな数であると言うことは、

n0 = lim
N→∞

N0

N
は熱力学的極限で有限であることを意味している。この n0 を

凝縮粒子密度と呼ぶ。このような状態を想定すると、 (6.9)の和の中で k = 0

の項はO(N)で極端に大きいので、この項を含めて和を積分に直すことは慎重

でなくてはならない。そこでこの項を特別扱いし

N = N0 +
∑
k ̸=0

1

e
β(ϵk−µ) − 1

(6.15)

N0 =
1

e−βµ − 1
(6.16)

と書くことにする。µを 0に近づければ N0 はいくらでも大きくできることに

注意しよう。µが 0に近ければ |βµ| ≪ 1なので (6.16)の指数関数をテーラー

展開して最低次の項を取るだけでも厳密性を失わない。従って

N0 =
1

−βµ
(6.17)

と書ける。逆に言えば、化学ポテンシャルは

µ = − 1

N0β
= − 1

n0Nβ
(6.18)

となる。T < Tc では凝縮粒子密度 n0(> 0)は有限なので、化学ポテンシャル

は O(1/N)の非常に小さい量であることがわかる。

励起状態に入っている粒子数は (6.15)の第２項であり

Ne =
∑
k ̸=0

1

e
β(ϵk−µ) − 1

(6.19)
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で与えられるが、この和の評価においては ϵk = 0の項の寄与は含めなくてよ

いので、熱力学的極限N →∞では µ = 0とおいて、積分に置き換えてかまわ

ない。するとこの表式は (6.11)のNmax の表式と同じになるので、

Ne = Nmax(T ) = V

(
mkBT

2π~2

) 3
2

ζ(
3

2
) (6.20)

と評価できる2。T = Tc ではこれが全粒子数N に等しくなるので

N = Nmax(Tc) = V

(
mkBTc
2π~2

) 3
2

ζ(
3

2
) (6.21)

である。 (6.20)と (6.21)の比をとると

Ne

N
=

(
T

Tc

) 3
2

(6.22)

が得られる。これより、凝縮粒子数は

N0 = N −Ne = N

{
1−

(
T

Tc

) 3
2

}
(6.23)

となり、凝縮粒子密度 n0 は図 6.2に示すように

n0 =
N0

N
=

{
1−

(
T

Tc

) 3
2

}
(6.24)

という温度依存性を示すことが分かる。

T < Tcでは、励起状態に収容しきれない粒子がマクロな数存在する。このた

め、励起状態 (k ̸= 0)に入りきらない分はすべて最低エネルギー状態 (k = 0)

に収容される3。これが有限温度のボーズ・アインシュタイン凝縮状態である。

k = 0の粒子は系から出し入れしてもエネルギーが変わらない。また、巨視的

な数の粒子が入っている最低エネルギー状態の波動関数をゆっくり平面波的に

2実際のところ、この積分が収束するということは、ϵk = 0 での発散は積分の値に寄与してい
ない事を意味している。

3これが可能であるためには µ が O(N−1) になっていなくてはならないわけである。
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図 6.2: 凝縮粒子密度の温度依存性

空間変化させることによって巨視的な流れのある状態を作ることができる。こ

ういったことから、ボーズ・アインシュタイン凝縮状態によって超流動状態を

記述することができるように思える。しかし、実際に超流動状態が安定に実現

するには粒子間の相互作用が必要であることが分かっている。

色々な原子についてボーズ・アインシュタイン凝縮の臨界温度を評価してみ

よう。

1. 液体 4He

原子数密度はほぼ 2.2× 1028個/m3 である。これより

Tc =

(
N

V

1

ζ(3/2)

) 2
3 h2

2πmkB

=

(
2.2× 1028

2.61

) 2
3

× (6.6× 10−34)2

2π × 4× 1.67× 10−27 × 1.38× 10−23

≃ 3K (6.25)

ただし、核子１個の質量 : 1.67× 10−27kgとした。これは 4Heの超流動

転移温度に近い。

2. 87Rb気体
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気体を極端な低温にすることは、レーザー冷却と蒸発冷却と呼ばれる方

法を用いて可能になった。実際に 1995年にコロラド大学のグループが
87Rb原子気体のボーズ凝縮を実現し、2001年度のノーベル物理学賞を

受けた。いくらボーズ粒子であるとは言っても、この様な原子量の大き

い原子がボーズ・アインシュタイン凝縮を起こすのではないかなどと、筆

者の学生時代に教員に質問したら、物理的センスのない質問と一蹴され

たのではないかと思われるが、現在では他の様々な原子でも実現し、物

理学の花形の分野の一つとなっている。この実験では原子数密度は 1020

個/m3 程度で密度が低い。このことはこの系が理想気体に近いことを示

している。Tc を評価すると

Tc =

(
1020

2.61

) 2
3 (6.6× 10−34)2

2π × 87× 1.67× 10−27 × 1.38× 10−23

≃ 4× 10−7K (6.26)

となる。なお、実際の実験状況ではこの系はポテンシャルによって閉じ

込められているので、体積一定の系ではない。閉じ込めポテンシャルを

調和型とした場合の計算は演習問題としたので各自試みてみてほしい。

6.4 熱容量

物理的な測定量として、熱容量 C の温度依存性を評価しておこう

1. 臨界温度以下 (T ≤ Tc)

まず内部エネルギー U(T )を評価しよう。凝縮状態にある粒子のエネル

ギーは 0なので、内部エネルギーに寄与しない。励起状態にある粒子の

寄与を計算するに当たっては、µ = 0とおいてよいので、

U(T ) = V

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)dϵ

eβϵ − 1
(6.27)
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と与えられる。これより熱容量は

C(T ) =
∂U(T )

∂T
= V

∂

∂T

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)dϵ

eβϵ − 1

= V
∂β

∂T

∫ ∞

0

−ϵ
2eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2
=

V

T 2

∫ ∞

0

ϵ2eβϵD(ϵ)dϵ

(eβϵ − 1)2
(6.28)

と書ける。D(ϵ)の具体的な形を代入して、

C(T ) =
V

kBT 2

∫ ∞

0

√
m3ϵ

2π4~6
ϵ2eβϵdϵ

(eβϵ − 1)2

= V kB

√
m3(kBT )3

2π4~6

∫ ∞

0

x
5
2 exdx

(ex − 1)2
(βϵ = xとおいた)∫ ∞

0

x
5
2 exdx

(ex − 1)2
=

15
√
π

8
ζ(

5

2
)を用い

= V kB

(
mkBT

2π~2

) 3
2 15

4
ζ(

5

2
) (6.29)

となる。(6.21)を用いると

C = NkB

(
T

Tc

) 3
2 15

4

ζ(5/2)

ζ(3/2)
≃ 1.926

(
T

Tc

) 3
2

NkB (6.30)

となるので、熱容量は温度の 3/2乗に比例することが分かる。

2. 臨界温度以上 (T ≥ Tc)

一般の温度での熱容量の具体的な評価には数値計算が必要になる。数値

計算に適した表式の導出は演習問題 3に譲る。ただし、T ≫ Tc では古

典極限が成り立つので、計算するまでもなく C → 3

2
NkBとなる。また、

演習問題 3(b)の結果より、T = Tc で熱容量は連続的に変化することが

分かる。数値計算の結果を図にしたものが図 6.3である。

これに対し、実際の 4Heの熱容量は超流動転移点近傍で図 6.4のように

λの文字を左右逆さにしたような温度依存性を示す。このため、この転

移温度をラムダ点と呼び、Tλと表す。熱容量は理想ボーズ気体に比べ強
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図 6.3: 理想ボーズ気体の熱容量の温度依存性

C

TTλ

図 6.4: 4Heの熱容量の温度依存性 (模式図)
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い異常があり、低温で急激に小さくなっていることがわかる。この違い

は、4Heにおいて粒子間の相互作用が重要になり、超流動相に入ると急

激にエントロピーが減少し秩序が形成されることを反映している。
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演習問題 6

1. １次元、２次元の理想ボーズ気体について

(a) それぞれ単位長さ・面積あたりの 1粒子状態密度D(ϵ)を求め、ϵの

関数として概略を図示せよ

(b) ボーズ・アインシュタイン凝縮が起きるかどうか判定し、起きる場

合は臨界温度を求めよ。

2. 次の関数 ϕ(z, s)を変形されたツェータ関数 (アペル関数)と呼ぶ。

ϕ(z, s) =
∞∑

n=1

sn

nz
,

これについて、次の関係を証明せよ。

ϕ(z, 1) = ζ(z), (ζ(z)は Riemannのツェータ関数)

ϕ(z, ey) =
1

Γ(z)

∫ ∞

0

xz−1dx

ex−y − 1
,（積分表示）

∂ϕ(z, ey)

∂y
= ϕ(z − 1, ey),

3. (a) 3次元の理想ボーズ気体の T > Tc での熱容量が前問の ϕ(z, s)を用

い、s = eβµ をパラメータとして次の式で与えられることを示せ。

c =
C

NkB
=

3

4

{
5ϕ(5/2, s)

ϕ(3/2, s)
− 3ϕ(3/2, s)

ϕ(1/2, s)

}
(6.31)

t =
T

Tc
=

(
ϕ(3/2, 1)

ϕ(3/2, s)

) 2
3

(6.32)

(b) 熱容量が T = Tc の上下で連続であることを示せ。

(c) 公式 (1)(2)を用いて数値計算することにより、全温度領域にわたっ

て cと tの関係を正確に図示せよ。
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4. 実際の 87Rbのボーズ凝縮の実験では、87Rbガスは３次元の調和ポテン

シャルによって空間的に閉じこめられている。粒子数をN、調和振動の

振動数を ωとして、以下の問いに答えよ。ただし、~ω ≪ kBT とし、励

起状態については和を積分に直してよい。

(a) 1粒子状態密度D(ϵ)を求めよ。

(b) 温度 T で励起状態に収容できる粒子数の上限Nmaxを求め、臨界温

度 Tc を求めよ。

(c) 温度 T (< Tc)で、基底状態に落ち込んでいる原子の数N0を求めよ。

(d) ωx = ωy = ωz = 2πν とする。ν = 200Hzのとき、Tc = 1µKにな

るためには、何個の原子を閉じ込める必要があるか。
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第7章 縮退フェルミ気体

7.1 フェルミ分布関数の特徴

まず、低温におけるフェルミ分布関数の大まかな振る舞いを見てみよう。要

所要所の極限としては、

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
=


→ 0 ϵ− µ→∞
→ 1 ϵ− µ→ −∞
= 1/2 ϵ = µ

(7.1)

を押さえておこう。特に、十分低いエネルギーの状態の占拠数はボーズ分布の

ように大きくはならず、1に近づくことに注意しよう。ちょうど ϵ = µのとこ

ろで 0.5になり、十分に高いエネルギーでは 0に近づく。n(ϵ)は β(ϵ− µ)だけ
の関数なので、温度が上がって βが小さくなると ϵの関数としてみた時の変化

が緩やかになる。この様子を図 7.1に表す。

0

1

ε

n(ε)
フェルミ分布関数

高温

低温

低温

高温

µ

図 7.1: フェルミ分布関数
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T=0での
フェルミ分布関数

µ=εF

図 7.2: 絶対零度でのフェルミ分布関数

7.2 絶対零度T = 0での性質

具体的な計算は、まず、一番簡単な絶対零度 β → ∞の状態から始めよう。
このときは図 7.2に示すように

ϵ > µ n(ϵ) = 0 空

ϵ < µ n(ϵ) = 1 ぎっしり詰まっている
(7.2)

となる。それぞれの状態には１個の粒子しか入れないので、１つ１つの状態に

エネルギーの低い方から順に１個づつ粒子を詰めていった状態が基底状態にな

る。絶対零度でも高いエネルギーの１粒子状態まで粒子が詰まってしまうこと

に注意しよう。この状態をフェルミの海 (Fermi sea)と呼ぶ。また、絶対零度

での化学ポテンシャル µ(T = 0)をフェルミエネルギー ϵFと呼ぶ。基底状態で

は、ϵk = 0の状態から ϵk = ϵFの状態まで粒子が詰まっていることになる。こ

のエネルギー ϵF に対応する温度 TF ≡ ϵF /kB をフェルミ温度と呼ぶ。運動量

空間（または波数空間)で見ると、ϵk = ϵF で表されるフェルミの海の表面は

一つの面（球面）になる。これをフェルミ面と呼ぶ1。また、対応する運動量

pF =
√
2mϵF をフェルミ運動量、対応する速度 vF =

pF
m
をフェルミ速度、対

応する波数 kF =
pF
~
をフェルミ波数と呼ぶ。運動量空間（または波数空間)で

見ると、図 7.3のように、フェルミの海は |p| < pF(|k| < kF)の球の内部を表

すことになるので、これをフェルミ球と呼ぶ。
1ここでは自由粒子を扱っているので球面になるが、一般に固体中の電子を考える時は結晶構造

を反映してフェルミ面は球面になるとは限らない。
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kx

ky

kz

kF

フェルミ球

(粒子が詰ま
っている領域)

フェルミ面

(フェルミ球の表面)

運動量（波数）空間

図 7.3: フェルミ球

また、実際の運動量空間は３次元であるが、運動量を１次元的に表して、ϵk
と kの関係（分散関係）を表す図の中に、どこまで粒子が詰まっているかを図

7.4のように描き表すとイメージがとらえやすいことがある。

自由フェルミ気体として近似できる系の典型的な例としては、固体中の自由

電子、中性子星や白色矮星といった高密度星、液体 3Heなどがある。もちろん

実際の系では粒子間の相互作用が重要になって興味深い現象が多々現れるわけ

だが、そのような場合を考察する出発点として、まず自由フェルミ粒子系を理

解することが重要である。

これらの重要な例の多くはスピン 1/2を持つので、以下ではスピン 1/2の場

合に話を限っていくつかの基本的な物理量を求めてみよう。この場合、各粒子

のスピンの z成分 Sz は+1/2または −1/2の二つの値を取り得る。

1. 粒子数とフェルミエネルギー
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k

ε(k)

εF

kF

フェルミの海

(Fermi sea)

図 7.4: 自由フェルミ粒子の分散関係と絶対零度でのフェルミ分布

全粒子数は次のように書ける。

N = 2×
∑
k

n(ϵk) = 2×
∑

ϵk<ϵF

1 + 2×
∑

ϵk>ϵF

0

= 2× V
∫ ϵF

0

1 ·D(ϵ)dϵ (7.3)

ここでD(ϵ)はスピンの z成分 Sz を +1/2または −1/2に固定した場合
の単位体積あたりの１粒子状態密度であり、スピンのないボーズ粒子に

ついて求めた (6.6)と同じである。これを、スピンあたり・単位体積あた

りの状態密度と呼ぶ。実際には、同じ運動量でもスピンが異なれば違う

状態なので、同じ運動量の状態には Sz の異なる２つの粒子が入れる。こ

のため、全体に２がかかっている。

従って、(7.3)は次のように計算できる。

N = 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ = 2V

∫ ϵF

0

√
m3ϵ

2π4~6
dϵ

=
4

3
V

√
m3ϵ3F
2π4~6

(7.4)
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これより、フェルミエネルギー ϵF は

ϵF =

(
3N

4V

) 2
3 (2π4~6)

1
3

m
=

~2

2m

(
3π2N

V

) 2
3

(7.5)

フェルミ温度 TF は

TF =
ϵF
kB

(7.6)

となる。フェルミ温度はほぼ熱的ドブロイ波長 (5.60)が粒子間の平均間

隔程度になる温度であることに注意しよう。ボーズ粒子系ではこの温度

でボーズ・アインシュタイン凝縮という相転移が起きたわけだが、フェ

ルミ粒子系では相転移は起きない。しかし、この温度より十分低い温度

では古典粒子系とは全く異なる量子系特有の現象を示す。T ≪ TF での

フェルミ気体を縮退フェルミ気体と呼び、この様な低温のフェルミ気体

は「フェルミ縮退している」という。

フェルミ波数 kF、フェルミ運動量 pF、フェルミ速度 vF は

ϵF =
~2k2F
2m

=
p2F
2m

(7.7)

より

kF =
pF
~

=
mvF
~

=

(
3π2N

V

) 1
3

(7.8)

で与えられる。kFはほぼ粒子の平均間隔の逆数に対応することに注意し

よう。

また、(7.8)を簡便に導くには、次のような計算の仕方もある。波数空間

で半径 kFのフェルミ球の中に
(
2π

L

)3

あたり２個（スピンが２通りある

ことに注意）の粒子が詰まることになるので、粒子数は

N = 2×

(
4πk3

F

3

)
(
2π
L

)3 = V
k3F
3π2

(7.9)
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である。これを kF について解くと (7.8)が得られる2。

アルカリ金属中の自由電子の ϵF をおおざっぱに評価すると 1eV程度に

なり、TFは 104K程度である。（この値は高校物理程度で常識的に知って

いる数値から評価可能である。各自試みてみよ。）

このことから、室温程度では電子間相互作用を無視すれば金属中の自由

電子はフェルミ縮退した理想フェルミ気体とみなせる。T >∼TF の高温で
は金属は熔けてしまうので、実際上金属中の自由電子については古典的

な領域はあまり意味がない。

2. 内部エネルギー

絶対零度での内部エネルギーはこの系の基底状態のエネルギーである。

これを U0と書くと、これはフェルミ球の中にある電子のエネルギーの和

なので、次式で与えられる。

U0 = 2
∑
k

ϵkn(ϵk) = 2
∑

ϵk<ϵF

ϵk = 2V

∫ ϵF

0

ϵ ·D(ϵ)dϵ

= 2V

∫ ϵF

0

ϵ

√
m3ϵ

2π4~6
dϵ =

4

5
V

√
m3

2π4~6
ϵ

5
2

F

=
Nπ

4
3 3

5
3 ~2

10m

(
N

V

) 2
3

=
3

5
NϵF (7.10)

これは粒子数を一定にして体積を圧縮すると増大するので、理想フェル

ミ気体は絶対零度でも有限の圧力がある3。これを縮退圧という。それを

評価してみよう。

3. 圧力 P

P = −∂U0

∂V
= − ∂

∂V

Nπ
4
3 3

5
3 ~2

10m

(
N

V

) 2
3

=
2

3

π
4
3 3

5
3 ~2

10m

(
N

V

) 5
3

=
2U

3V
(7.11)

2ただし、この方法は、分散関係に異方性のある場合には使えない。
3ボーズ粒子や古典粒子では T = 0 では U = 0 なので絶対零度では圧力は 0 である。
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最後の等号は 5章の演習問題 3でフェルミ、ボーズの別にかかわらず一

般の温度で成り立つことが示されているが、ここでは絶対零度のフェル

ミ気体について具体的に確認したことになる。

縮退圧が重要になる例として、高密度星がある。一般に重力だけを考え

ると星はつぶれてしまうので、重力に抗してつぶれないためにはなんら

かの支える力が必要である。恒星は光の輻射圧や気体圧によって支えら

れている。これに対し、白色矮星では電子の縮退圧、中性子星では中性

子の縮退圧によって支えられていると考えられている4。

中性子星を一様な中性子の縮退フェルミ気体とみなす描像に基づき、中

性子星の安定性についておおざっぱな評価をしてみよう。中性子星のエ

ネルギーは中性子の中性子の縮退フェルミ気体としての基底エネルギー

EF と重力エネルギー EG の和として与えられるとしよう。EF は上で計

算した U0 であるから O(1)の係数を除き、

　 EF ∼
N~2

m

(
N

V

) 2
3

∼ M
5
3 ~2

m
8
3R2

(7.12)

で与えられる。ここで、中性子星の半径をRとした。mは中性子の質量、

N は中性子の数、M = mN は中性子星全体の質量である。

EG は O(1)の係数を除き、

EG ∼ −G
M2

R
(7.13)

と評価できる。ここで、Gは万有引力定数である。これより、中性子星

の全エネルギー E は E = EG +EF で与えられる。実際の中性子星の半

径はこれを最小にするように決まっていると考えられるので、

∂E

∂R
= −2M

5
3 ~2

m
8
3R3

+G
M2

R2
= 0 (7.14)

4これはおおざっぱな話であって、これらの高密度星（特に中性子星）は実際にはさらに複雑な
構造を持っていることが分かっている。
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を満たさなくてはならない。従って

RM
1
3 ∼ ~2

m
8
3G
∼ 1014m · kg

1
3 (7.15)

が得られる。右辺は自然定数だけで決まっていることに注意しよう。例

えば、太陽質量M ∼ 2 × 1030kg程度の質量を持つ中性子星については

R ∼ 104m ∼ 10kmとなり、密度は ρ ∼ 1018kg ·m−3 = 109ton · cm−3と

極めて高密度の状態が実現していることが分かる。

フェルミエネルギー、フェルミ温度は

ϵF =
~2

2m

(
3π2N

V

) 2
3

∼ 10−11J = 108eV

TF =
ϵF
kB
∼ 1012K (7.16)

で与えられる。観測によると中性子星の表面温度は 106K程度であり、こ

こで得られたフェルミ温度に比べて極めて低い。従って、縮退フェルミ

気体と見なした評価はつじつまが合っている。

7.3 パウリ常磁性

フェルミ粒子は S = 1/2のスピン S を持っているので、一般に磁気モーメ

ントを持っている。ここでは特に金属中の自由電子を想定し、スピンによる帯

磁率を計算してみよう。3.3節で述べたように、電子スピンの磁気モーメント

はスピン Sに比例し µ = −gµBSで与えられる。ここで µBはボーア磁子であ

る。電子スピンと磁場H との相互作用のエネルギーはゼーマンエネルギー

HZ = −µ ·H = gµBS ·H (7.17)

で与えられる。今、磁場方向を z軸にとり、H = Hẑとおく。

1粒子エネルギー ϵσ(k) (σ =↑, ↓)は図 7.5に示すように、磁場によって

↑スピンの電子 (Sz =
1

2
) : ϵ↑(k) = ϵ(k) +

gµBH

2
(7.18)

↓スピンの電子 (Sz = −1

2
) : ϵ↓(k) = ϵ(k)− gµBH

2
(7.19)
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k

εF

ε  (k) ε  (k)

gµBH/2

gµBH/2

ε  F ε  F

図 7.5: 磁場中の ↑スピンと ↓スピンの電子のつまり方

のように、磁場に比例して変化する。↑スピンの電子と ↓スピンの電子で ϵF

（フェルミの海の海面）は共通であるが、フェルミの海の底の位置が変わって

いるため ↑スピンの電子と ↓スピンの電子の数が異なる。図 7.5から分かるよ

うに、T = 0で粒子が詰まっている領域はそれぞれ

↑スピンの電子 : −µBH

2
< ϵ↑(k) = ϵ(k) +

gµBH

2
< ϵF (7.20)

↓スピンの電子 :
µBH

2
< ϵ↓(k) = ϵ(k)− gµBH

2
< ϵF (7.21)

で与えられる。ϵ(k)についての条件に直すとそれぞれ

↑スピンの電子 : 0 < ϵ(k) < ϵF −
gµBH

2
≡ ϵF↑ (7.22)

↓スピンの電子 : 0 < ϵ(k) < ϵF +
gµBH

2
≡ ϵF↓ (7.23)

で与えられる。従って、↑スピンの電子、↓スピンの電子それぞれの数N↑、N↓

は

N↑ = V

∫ ϵF−gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ, N↓ = V

∫ ϵF+gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ (7.24)

で与えられる。5

5D(ϵ) は ϵ↑(k) や ϵ↓(k) でなく ϵ(k) を用いて計算した状態密度であることに注意
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これより、全粒子数N を求め、それからフェルミエネルギー ϵFを求めよう。

ただし、ゼーマンエネルギー gµBH は ϵFに比べ十分小さいものとし、O(H1)

まで求めることにする。N = N↑ +N↓ より

N = V

∫ ϵF−gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ+ V

∫ ϵF+gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ

= V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ+ V

∫ ϵF−gµBH/2

ϵF

D(ϵ)dϵ

+ V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ+ V

∫ ϵF+gµBH/2

ϵF

D(ϵ)dϵ

が得られる。第２項、第４項では積分は ϵ ≃ ϵF に限られるので、D(ϵ)を一定

値D(ϵF)で置き換えてかまわない事に注意すると

N = 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ+ V D(ϵF)(−gµBH/2 + gµBH/2)

= 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ (7.25)

この表式は磁場のない時と同じなので ϵF は磁場 H について O(H1)では変化

しないことが分かる。

次に磁化M を求める。やはり、HについてO(H1)まで求めることにすると、

M = −gµB

2
N↑ +

gµB

2
N↓ = −gµB

2
(N↑ −N↓)

= −V gµB

2

(∫ ϵF−gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ−
∫ ϵF+gµBH/2

0

D(ϵ)dϵ

)

= −V gµB

2

∫ ϵF−gµBH/2

ϵF+gµBH/2

D(ϵ)dϵ

ϵ ≃ ϵFでは、D(ϵ)をD(ϵF)で置き換えてかまわないので

= V
gµB

2
D(ϵF)gµBH = V

(gµB)
2

2
D(ϵF)H (7.26)

となる。これより帯磁率 χを求めると

χ = lim
H→0

M

H
= V

(gµB)
2

2
D(ϵF) (7.27)
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が得られる。金属の帯磁率に対するこのようなスピンからの寄与をパウリ帯磁

率と呼ぶ。わずかな磁場ではフェルミ面近傍しか変化しないため、帯磁率はフェ

ルミ面での状態密度だけで定まることに注意しよう。

系全体のフェルミ面での状態密度 V D(ϵF)がどのような量で決まるか確認し

ておこう。(6.6)に ϵ = ϵF を代入すると、

V D(ϵF) = V

√
m3ϵF
2π4~6

N

V
=

k3F
3π2

, ϵF =
~2k2F
2m
を用いると

= N
3m

2k2F~2
(7.28)

kF は平均粒子間隔の逆数で決まるので、金属中の電子では物質によって大差

はない。一方、金属中の電子は相互作用の影響で大きな有効質量を持つことが

ある。従って、フェルミ面での状態密度は電子の有効質量を反映しているとい

える。また、ここで ϵF =
~2k2F
2m

を使うと

V D(ϵF) = N
3

4ϵF
(7.29)

すなわち 1粒子あたり 1
ϵF
程度とみなせる。おおざっぱに、ϵ = 0から ϵF まで

の間に一様に状態が存在するとして評価しても O(1)の定数を除き正しい値が

得られることになる。6

7.4 低温比熱 (T ≪ TF)

フェルミ気体のもう一つの重要な特徴は熱容量の振る舞いに現れる。金属電

子については、通常の温度では常に T ≪ TFではあるが、熱容量を計算するた

めには有限温度の取り扱いが必要である。

6ボーズ粒子の場合は ϵ = 0 近傍という特別な点での状態密度が重要になるので、こういう評
価の仕方は役に立たない。
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有限温度では、粒子の分布はフェルミ分布関数

n(ϵ) =
1

eβ(ϵ−µ) + 1
(7.30)

に従う。n(ϵ) の ϵ 依存性は図 7.1 のようになっていることを思いだそう。す

なわち、T = 0 では ϵ ≃ µ で 1 から 0 に飛ぶ階段関数だが、有限温度では、

kBT (≪ µ ≃ ϵF)程度の幅にわたって連続的に 1から 0へ移り変わる。このよ

うな分布関数の変化を反映した低温での物理量の振るまいを調べるには、次の

ゾンマーフェルト展開を用いるのが便利である。証明は付録 Dにゆずる。∫ ∞

0

f(ϵ)n(ϵ)dϵ ≃
∫ µ

0

f(ϵ)dϵ+
π2

6
(kBT )

2f ′(ϵF) (0 ≤ kBT ≪ µ) (7.31)

ここで、f(ϵ)は ϵのゆっくり変化する関数である。

1. 化学ポテンシャル

まず、粒子数N が温度によって変わらないことを利用して µを温度の関

数として定めよう。有限温度で計算した粒子数

N = 2
∑
k

n(ϵk) = 2V

∫ ∞

0

D(ϵ)n(ϵ)dϵ (7.32)

と、絶対零度で計算した粒子数

N = 2V

∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ (7.33)

を等しいと置くと、次の関係が成り立つ。∫ ϵF

0

D(ϵ)dϵ =

∫ ∞

0

D(ϵ)n(ϵ)dϵ (7.34)

右辺は、(7.31)で f(ϵ) = D(ϵ)とおくと、次のように展開できる。∫ ∞

0

D(ϵ)n(ϵ)dϵ =

∫ µ

0

D(ϵ)dϵ+D′(ϵF)
π2(kBT )

2

6
(7.35)

従って ∫ ϵF

µ

D(ϵ)dϵ = D′(ϵF)
π2(kBT )

2

6
(7.36)
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が得られる。十分低温では µは ϵFとさほど変わらないはずだから、積分

区間 [µ, ϵF]では ϵ ≃ ϵFである。従って、左辺の積分内ではD(ϵ) ≃ D(ϵF)

とおいてよいから、

(ϵF − µ)D(ϵF) = D′(ϵF)
π2(kBT )

2

6
(7.37)

となり、

µ = ϵF −
π2(kBT )

2

6

D′(ϵF)

D(ϵF)
(7.38)

が得られる。

2. 内部エネルギー

内部エネルギー U(T )は (5.18)の期待値なので以下のように与えられる。

U(T ) = 2
∑
k

ϵkn(ϵk) = 2V

∫ ∞

0

ϵD(ϵ)n(ϵ)dϵ (7.39)

(7.31)において f(ϵ) = ϵD(ϵ)とおくと

U(T ) = 2V

{∫ µ

0

ϵD(ϵ)dϵ+
∂ (ϵD(ϵ))

∂ϵ

∣∣∣∣
ϵ=ϵF

π2(kBT )
2

6

}

= 2V

∫ ϵF

0

ϵD(ϵ)dϵ+ 2V

{∫ µ

ϵF

ϵD(ϵ)dϵ

+ (ϵFD
′(ϵF) +D(ϵF))

π2(kBT )
2

6

}
(7.40)

が得られる。第１項 2V

∫ ϵF

0

ϵD(ϵ)dϵは基底状態のエネルギーU0である。

第２項の積分
∫ µ

ϵF

ϵD(ϵ)dϵの中では ϵ ≃ ϵFなので ϵD(ϵ) ≃ ϵFD(ϵF)とし

てよいので、

U(T ) = U0 + 2V

{
(µ− ϵF)ϵFD(ϵF) + (ϵFD

′(ϵF) +D(ϵF))
π2(kBT )

2

6

}
(7.41)
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   状態密度
∝有効質量

図 7.6: フェルミ気体の熱容量

が得られる。これに (7.38)の µの表式を代入すると

U(T ) = U0 + V
π2(kBT )

2

3
D(ϵF) (7.42)

が得られる。

3. 熱容量

熱容量 C(T )は内部エネルギー U(T )の温度での微分から次のように得

られる

C =
∂U

∂T
=

2π2k2B
3

V D(ϵF) · T ≡ γT (7.43)

この結果から T ≪ TF での理想フェルミ気体の熱容量は図 7.6にあるよ

うに温度 T に比例することが分かる。比例係数 γは次式で与えられ、パ

ウリ帯磁率と同様フェルミ面での状態密度を直接反映している。

γ =
2π2k2B

3
V D(ϵF) (7.44)

典型的なアルカリ金属 1モルあたりの値がどの程度になるか評価してみ

よう。状態密度に対する (7.29)と、以前に評価した TF ∼ 104Kを用いる
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と、O(1)の定数を除き

γ ∼ k2BV D(ϵF) ∼ kB
NkB
ϵF
∼ R

TF

∼ 8.3J/K mol

104K
∼ 10−3J/K

2
mol

= 1mJ/K
2
mol (7.45)

と評価できる。この程度が標準的な値であるが、物質によってはこの 1000

倍くらいの値になることがある。このような物質では電子間の相互作用

のため、電子の有効質量が 1000倍になっていると考えられる。このよう

な物質は「重い電子系」と呼ばれ、近年広く研究されている。

帯磁率と熱容量の係数 γ の比を求めてみよう。

kBTχ

(gµB)2(C/kB)
=

kBTV
(gµB)2

2 D(ϵF)

(gµB)2V
2π2k2

BT

3kB
D(ϵF)

=
3

4π2
(7.46)

この値は単なる無次元の定数であり、理想フェルミ粒子と見なせる限り、

質量など粒子の物理的性質によらない普遍的な値になる。そこでウィル

ソン比

R =
4π2kBTχ

3(gµB)2(C/kB)
(7.47)

を定義すると、実際の物質で Rの 1からのずれが、理想フェルミ気体か

らのずれの目安と考えることができる。

低温で熱容量が温度に比例することはおおざっぱには次のように理解す

ることができる。温度 T で励起されている粒子数∆N はフェルミ面から

±kBT 程度の範囲のエネルギーを持つ粒子なのでおよそ∆N ∼ V D(ϵF) ·
kBT と評価できる。また、これらの粒子は基底状態に比べ１個あたり

∆E ∼ kBT のエネルギーを得ることになる。この様子を模式的に示した
のが図 7.7である。従って、温度 T でのエネルギーの期待値を U(T ) =

U0 +∆U(T )と書くと、∆U(T )はほぼ∆N ×∆E ∼ V D(ϵF) · (kBT )2で
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図 7.7: フェルミ粒子の熱容量の物理的な説明。

与えられるので、熱容量 C は

C =
∂U(T )

∂T
∼ V D(ϵF) · k2BT (7.48)

と評価できる。

これらの結果をこれまでに学んだより単純な系と比較してみよう。

(a) 古典理想気体の熱容量との比較

ここでは、区別のためフェルミ気体の熱容量を CFermi、古典理想気

体の熱容量を Ccl と書く。

CFermi ∼ V D(ϵF) · k2BT ∼
Nk2BT

ϵF
∼ Ccl

kBT

ϵF
(7.49)

１粒子あたりの状態密度
V D(ϵF)

N
∼ 1

ϵF
なので、kBT

ϵF
は全部の粒子

の内、温度 T で熱的に励起されて「生き返って」いる粒子の割合と

みなせる。古典理想気体ではすべての粒子が熱容量に寄与するが、

フェルミ気体ではこれらの生き返っている粒子だけが熱容量に寄与

する。

(b) 局在常磁性体の帯磁率 (Curie則 χ ∼ 1/T )との比較

ここでは、区別のためフェルミ気体の帯磁率を χPauli、局在常磁性
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図 7.8: 理想フェルミ気体の様々な低エネルギー励起

体の帯磁率を χCurie と書く。

χPauli ∼ V D(ϵF)(gµB)
2 ∼ N(gµB)

2

ϵF
(7.50)

∼ N(gµB)
2

kBT

kBT

ϵF
∼ χCurie

kBT

ϵF
(7.51)

局在常磁性体では、すべての格子点にスピンがあり、それらすべて

が帯磁率に寄与するが、フェルミ気体では、全体の kBT
ϵF
の「生き返っ

て」いる粒子の持つスピンだけが帯磁率に寄与することがわかる。

このように、縮退フェルミ気体の特徴的な振る舞いはフェルミ面近傍の

生き返っている粒子の寄与として理解できる。

7.5 フェルミ気体の不安定性

自由フェルミ気体のフェルミ面付近には多数の低エネルギー励起状態があ

る。具体的には基底状態から ∆ϵ のエネルギー幅の間にある励起状態の数は

V D(ϵF)∆ϵで与えられる。また、これらの励起は、図 7.8に示すように、電荷

やスピンに加え、∆ϵが小さくても 0 ≤ |k| ≤ 2kFの範囲の様々な運動量を持っ

ている。これに対し、ボーズ粒子の場合、基底状態から∆ϵのエネルギー幅の

励起状態の数は ∫ ∆ϵ

0

V D(ϵ)dϵ ∝
∫ ∆ϵ

0

√
ϵdϵ ∝ (∆ϵ)

3
2 (7.52)
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であり、∆ϵを 0に近づけると急激に 0に減少する。また、その運動量も k =√
2mϵ

~
<

√
2m∆ϵ

~
と 0に近いものしかない。

さらに、現実のフェルミ粒子系では、様々な相互作用がある。例えば、金属

中の電子の場合電子間クーロン相互作用、不純物との相互作用、電子格子相互

作用などがある。これらの効果を摂動論的に取り扱うことを考えてみる。

ハミルトニアンをH = H0 + λH1と書こう。ここで、H0は自由フェルミ気

体のハミルトニアンであり、λH1 (λ≪ 1)は上に例にあげたような相互作用を

表す摂動ハミルトニアンとする。λについて、１次の摂動論の範囲で、Hの基
底状態 |G⟩は

|G⟩ = |G0⟩+ λ
∑
α̸=G

⟨α|H1 |G0⟩
E0

G − E0
α

|α⟩ (7.53)

と書ける。ここで |G0⟩は H0 の基底状態すなわちフェルミの海であり E0
G は

H0の基底状態のエネルギー (7.10)である。またE0
αはH0の励起状態 |α⟩のエ

ネルギーである。自由フェルミ気体のフェルミ面付近には多数の低エネルギー

励起状態があるということは、第２項の分母が小さい項がたくさんあるという

ことなので、λが小さくても摂動項は重要な役割を果たす。つまり、低温で様々

な状態に相転移やクロスオーバーを起こすことが期待される7。これが固体物

理学において低温では超伝導や種々の磁性をはじめとする多様な量子相が実現

することの原因である。いわば、フェルミ気体の基底状態はこれらの多様な物

性を生み出す母胎であるといえる。

7もちろんこのようなことが起きてしまえば、摂動論自体は破綻している。
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演習問題 7

1. 3次元の理想フェルミ気体について次の問に答えよ。ただし、粒子の質

量を m、粒子数を N、体積を V とし、一つ一つの粒子はスピン量子数

S = 1/2のスピン Sを持ち、Sz = ±1/2の二つの状態をとるとする。　

(a) 絶対零度での体積弾性率K = −V ∂p

∂V
を求めよ。

(b) 金属ナトリウムではナトリウムイオン１個当たり１個の自由電子が

存在する。この自由電子を理想フェルミ気体と考え、フェルミ速度、

フェルミ温度を金属ナトリウムについて評価せよ。また、体積弾性

率の値を評価し、実験値と比較せよ。必要な値は各自調べること。

2. 白色倭星ではフェルミ縮退した電子の圧力が重力による崩壊を支えてい

る。重力エネルギーについては核子の寄与が重要で電子の重力エネルギー

は無視できる。太陽と同じくらいの質量の白色倭星について、電子ガス

を理想フェルミ気体と考えて、エネルギーを最小とする半径、密度、フェ

ルミエネルギーがそれぞれどの程度か評価せよ。なお、白色矮星中の電

子と陽子の数は等しく、中性子の数もほぼ等しいとする。

3. 超相対論的 (mc2 ≪ c|p|)フェルミ粒子について、フェルミエネルギー
ϵF、絶対零度での内部エネルギーE0を求めよ。白色矮星の中の電子がこ

のような状態にあるとするとどのようなことが起きるか考察せよ。なお、

核子の重力エネルギーについては非相対論的取り扱いでよいものとする。

4. フェルミエネルギーの上下で、単位体積あたり・スピンあたりの１粒子状

態密度D(ϵ)が対称 (D(ϵ) = D(−ϵ))なスピン 1/2のフェルミ粒子系を考

える。ただし、ϵはフェルミエネルギー ϵFから測った１粒子エネルギー

である。なお、一般に ϵには上限・下限があるが、その外ではD(ϵ) = 0

とおく。

(a) 磁場や温度によって化学ポテンシャルは変化しないことを示せ。
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(b) 近似なしに、熱容量 C、スピン帯磁率 χが

C =
2V

kBT 2

∫ ∞

−∞

ϵ2eβϵ

(eβϵ + 1)2
D(ϵ)dϵ,

χ =
(gµB)

2V

2kBT

∫ ∞

−∞

eβϵ

(eβϵ + 1)2
D(ϵ)dϵ

で与えられることを示せ。

次の問題では、この結果を利用してよい。

5. 単位体積あたり・スピンあたりの１電子状態密度が

D(ϵ) =


A | ϵ |α 0 ≤ |ϵ| ≤ W

2

0
W

2
< |ϵ|

で与えられるような物質について次の問に答えよ。ただし、1粒子エネ

ルギーはフェルミエネルギー ϵF から測るものとし、A、αは定数である。

また、電子は状態密度以外の点では理想フェルミ気体と見なせるとする。

(a) 絶対零度で磁場 H をかけたときのスピンによる磁化M を求めよ。

ただし、磁場は十分弱い (gµBH ≪W )としてよい。

(b) 低温 (kBT ≪W )での熱容量 C を求めよ。

(c) 低温でのスピン帯磁率 χを求めよ。

163



第8章 相転移の物理

熱平衡状態は自由エネルギー F = U − TS が最小になるように定まる。高
温では−TSの項が重要になるのでエントロピー Sが大きい無秩序な状態、す

なわち巨視的に見て区別のつかない微視的状態を、よりたくさん含むような熱

力学的状態が実現する。これに対し、低温では U の項が重要になるので、エネ

ルギー U が小さい状態が実現しやすくなる。もし、何らかの秩序を作ることに

よってエネルギーを下げることができる場合、低温では秩序の高い状態が実現

する。この過程で巨視的な物理量に不連続あるいは発散的な振るまいがあると

き、これを相転移という。

8.1 相転移の次数

1. １次相転移

相転移が潜熱 Lを伴うとき、相転移点ではエントロピーが不連続になる。

相転移点でのエントロピーの跳びを∆S と書くと L = T∆S である。

S = −∂F
∂T

(8.1)

であるから、この場合、自由エネルギーの温度による一階微分が不連続

になる。このような相転移を１次相転移という。１次相転移の起きる温

度 Tc近傍での自由エネルギー F やエントロピー Sの温度依存性は図 8.1

のようになる。

一般に、熱力学的関数の示強変数に関する１階微分に不連続が出る相転

移を１次相転移という。身近な具体例としては、 気相・液相相転移や固
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∆S

図 8.1: １次相転移温度 Tc 近傍での自由エネルギー F とエントロピー S の温

度依存性。

相・液相相転移があるが、その他にも、等方的液体から液晶状態への相

転移、磁場の符号の反転による強磁性体の磁化の反転なども１次相転移

である。

2. 連続相転移（２次相転移）：

潜熱を伴わない相転移を連続相転移という。この場合、エントロピーは

連続 (∆S = 0)である。一般に自由エネルギーの一階微分が連続で、二

階微分が不連続または発散する場合、２次相転移という。温度に関する

微分を考えれば比熱

C = T
∂S

∂T
= −T ∂

2F

∂T 2
(8.2)

が不連続または発散することになる。磁場について考えれば帯磁率

χ =
∂M

∂H
=
∂2F

∂H2
(8.3)

が不連続または発散する。連続相転移は２次相転移が多いが、さらに高

次の微分が不連続または発散する高次相転移も存在する。

多くの磁気的相転移、超流動転移、超伝導転移は２次相転移である事が知ら

れている。しかし、具体的な物質やモデルを与えても、それが１次相転移を起
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図 8.2: ２次相転移点における自由エネルギー・エントロピーのふるまい

こすか、連続相転移を起こすかは、系の詳細によって決まることであり、一般

に決めることは簡単にはできない。

相転移を記述するには、高温相では 0となり、低温相では有限となる物理量

を使って相の区別を行うと便利である。この様な物理量をオーダーパラメータ

（秩序変数）という。

オーダーパラメータの例として最も分かりやすいのは、強磁性体の磁化であ

る。常磁性相では、磁化は 0であり、強磁性相では有限の自発磁化を持つ。そ

の他、液晶における分子の配向度、結晶（固体）における特定の波数（逆格子

ベクトル）の密度のフーリエ成分などもオーダーパラメータとみなせる。また、

液相と気相の密度差を液相気相相転移のオーダーパラメータと見なすこともで

きる。この様な対応をつけることによって、例えば磁性体の相転移と液相気相

相転移のように全く異なる系での相転移を同じ土俵で取り扱うことができる。

この様な枠組みの中では、相転移という現象は、実際に起きる舞台が違っても、

本質的に同等ないくつかの種類（普遍性クラス）に分類することができると考

えられている。

この考え方にもとづき、本書ではなるべく簡単でイメージの作りやすい磁性

体を題材として相転移の議論を行う。さらに複雑な相転移である液相固相相転

移や気相液相相転移について、具体的なミクロな理論から出発して理解するこ

とは極めて難しい。しかし、上記の普遍性の考えにたてば、相転移そのものを
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図 8.3: スピン対のエネルギー

理解するためには、なるべく簡単なモデルを使って議論しても、本質的なとこ

ろははずさないはずである。

8.2 磁性原子間の相互作用

本章では、磁性を担う電子が各磁性原子上に局在している絶縁体の磁性のモ

デルを扱うことにする。簡単のため、特に断らない限り、磁性原子は電子１つ

分のスピン 1/2を持つものとする。3.3節で述べたように、電子はスピンに比例

した磁気双極子モーメントを持っているから、その間の相互作用は電磁気学で

学んだ磁気双極子間の相互作用をまず考えるかもしれない。しかし、通常の磁

性体ではこれは小さく無視できる場合が多い。実際のスピン間の相互作用は、

電子の対の量子力学的固有エネルギーが、スピンが同じ向きの場合E↑↑と逆の

向きの場合E↑↓
1で異なる値を持つことにより生じる。このエネルギー差は、磁

気双極子間の相互作用より遙かに大きく、実験室で実現できる温度で多くの物

質で相転移を引き起こす原因となる。

磁性原子が結晶格子上に並んでいる場合と考える。以下しばらくは簡単のた

めに E↑↑ < E↑↓ の場合、すなわち隣り合う磁性原子のスピンが同じ方向を向

いているときエネルギーが下がるような場合を考えることにする。十分高温

kBT ≫| E↑↑ − E↑↓ |では、エネルギー差は無視できるので、磁性原子のスピ
ンは勝手な方向を向いているはずである。これが常磁性状態であり、巨視的な

磁化の期待値は 0である。これに対し、十分低い温度 kBT ≪| E↑↑ − E↑↓ |で
は、エネルギーを最小にするにはすべてのスピンが同じ方向を向かなくてはな

らない。すなわち、強磁性状態が実現するはずである。このとき、実際にスピ

1より正確にはスピン一重項の場合と三重項の場合
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図 8.4: 常磁性状態

図 8.5: ２つの強磁性状態
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ンがどちら向きにそろってもエネルギーは同じである。従って、どの向きにそ

ろうかはあらかじめ決められない。しかし、実際の系はどちらかにそろわない

とエネルギーを下げられないので、適当に向きを選んでそろうわけである。こ

の結果、低温相ではどちらが実現するかは分からないが、必ずどちらかが実現

する。これが対称性の自発的破れとよばれる現象である。また、このような対

称性が自発的に破れた状態では、巨視的な系の一方の端でスピンの期待値が上

（下）を向いていれば、他方の端でも上（下）を向いている。つまり、巨視的

な空間スケールにわたってスピンが秩序を持っていることになる。このような

秩序を長距離秩序と呼ぶ。これに対し、近くにあるスピン同士はいくら高温で

も多少は同じ方向を向きやすい。これを短距離秩序と呼ぶ。短距離秩序は相転

移とは直接結びつかない。

統計力学でこの系を取り扱うにはエネルギーを有効ハミルトニアンの形に書

いておくと便利である。それぞれが± 1
2 の値をとる２個のスピン、SAと SBの

対の有効ハミルトニアンはどのように書き下せばよいだろうか。E↑↑と E↑↓を

スピン変数 SA、SB を用いて表現すると

H = E0 − JSASB

(
SA = ±1

2
SB = ±1

2

)
(8.4)

E0 =
1

2
(E↑↑ + E↑↓), J = 2(E↑↓ − E↑↑) (8.5)

と書けることは、SAと SBそれぞれが± 1
2 の場合を具体的に代入してみればす

ぐに分かる。エネルギーの原点をずらして E0 = 0とおくと

H = −JSASB (8.6)

となる。これをイジング型相互作用と呼ぶ2。結晶格子上に並んでいるN 個の

スピンが互いにイジング型相互作用をしているモデルをイジングモデルという。

ここでは、簡単のためスピン間の相互作用は最近接格子点上のスピン間にのみ

2実際のスピンはベクトル（角運動量）なので、等方的な物質ではすべての成分が同等に相互作
用し

H = −JSA · SB (8.7)

となっているはずである。これをハイゼンベルグ型相互作用と呼ぶ。
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働くものとする。この場合、ハミルトニアンは

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj (8.8)

で与えられる。ここで Siは i番目の格子点上の磁性原子のスピン、
∑
⟨i,j⟩

は最近

接格子点の対に関する和を表す。このモデルは容易軸型の異方的を持つ磁性体

のモデルと考えられるだけでなく、多数の２状態の系が相互作用している系一

般のモデル（合金、ニューラルネットワーク、分子進化等)として、幅広い分

野の基本的なモデルとして使われている。

本書では最も簡単な強磁性イジングモデルを中心に扱う。このモデルは、１

次元では簡単に厳密に解け、本書でも 8.7節で扱うが、有限温度では相転移を

示さないので、ちょっと物足りない。２次元の場合は厳密解が知られいて、有

限温度で相転移が起きることが分かっているが、ちょっと難易度が高い。３次

元の場合は厳密には（たぶん）解けない。そこで、次節では最も簡単な近似法

として「平均場近似」を紹介する。この近似法は転移点の正確な値や転移点近

傍の物理量の特異性の様子を正確に与えることはできないが、対称性の自発的

破れがどのように起きるかといった相転移の大局的な様相を簡単な計算で理解

するには適している。また、後で述べるように、この近似法は次元が高いほど

正確になる事が分かっている。

8.3 イジングモデルの平均場近似

ハミルトニアン (8.8)の i番目のスピンの関与する部分Hiを図 8.6のように

取り出して考えてみよう。

Hi = −J
∑

j=n.n.ofi

SiSj = −JSi

∑
j=n.n.ofi

Sj (8.9)

このとき、
∑

j=n.n.ofi

は iの最近接格子点 (nearest neighbor; n.n.)についての和

を表している。ここで、隣のスピン (Sj)をその期待値 ⟨Sj⟩ ≡ mで近似するこ
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i

Hi

図 8.6: i番目のスピンとその最近接格子点

とにしよう。これを平均場近似（または分子場近似）という。近似したハミル

トニアンは

HMF
i = −JSi

∑
j=n.n.ofi

m = −zJSim (8.10)

で与えられる3。ここで z は最近接格子点の数であり、具体的には正方格子に

対して z = 4、単純立方格子に対して z = 6である。大数の法則を思い出せば、

z が大きい場合は期待値の周りの揺らぎが小さいので、この近似はよくなる。

つまり、次元が高いほどよい近似になっている事が分かる。

ハミルトニアン (8.10)を使って ⟨Si⟩を計算してみよう。これは、3.3節で学

んだ磁場中の磁性原子の磁化の計算で、磁場Hを有効磁場HMF ≡ −zJm/gµB

で置き換えればよい4。あるいは、Si = 1/2の確率が exp
(

βzJm
2

)
に比例し、

Si = −1/2の確率が exp
(
−βzJm

2

)
に比例することを考えると

⟨Si⟩ =
1
2 exp

(
βzJm

2

)
− 1

2 exp
(

−βzJm
2

)
exp

(
βzJm

2

)
+ exp

(
−βzJm

2

)
=

1

2
tanh

(
βzJm

2

)
(8.11)

3平均場は英語で mean field、分子場は molecular fieldであるがどちらも頭文字をとるとMF
なので、HMF

i と表記した。
4この有効磁場を平均場（分子場）と呼ぶ。

171



−1

0

1

2

tanhx : 右辺

T=Tc
T>Tc

T<Tc

左辺 
 (4kBT/zJ)x

図 8.7: 自己無撞着方程式のグラフによる解

となる。このようにしてスピンの期待値が求められたが、これはまだ未知の定

数 mを含んでいる。この mはそもそも ⟨Sj⟩だったのだが、どのスピンの期
待値も同じになっているはずなので今求めた ⟨Si⟩も mに等しいはずである。

従ってmは

m =
1

2
tanh

(
βzJm

2

)
(8.12)

を満たさなくてはならない。この式を自己無撞着方程式と呼ぶ。

この方程式 (8.12)は代数的に解を求めることはできないが、解のふるまいは

グラフを使って容易に理解できる。まず、x =
βzJm

2
とおくと、(8.12)は

4kBT

zJ
x = tanhx (8.13)

と書き直せる。両辺をグラフにすると図 8.3のようになる。ここで |x| ≪ 1で

は tanhx ≃ xと近似できるので、原点での右辺の傾きは 1である。これに対

し、左辺の傾きは
4kBT

zJ
で与えられる。tanhxと言う関数は x > 0(x < 0)で

上に（下に）凸なので、温度によって、次の二つの場合があることが分かる。
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1. 0 < T < Tc

(
Tc ≡ zJ

4kB

)
: m ̸= 0の解がある

2. T > Tc : m = 0の解しかない。

さて、磁性体全体の磁化M は

M = −gµB

∑
i

⟨Si⟩ = −gµBNm (8.14)

で与えられるから、外部磁場がなくても自発磁化のある強磁性状態はm ̸= 0に

対応する。従って、Tc以下の温度では系は強磁性状態になっていることがわか

る。この場合、絶対値の等しいm > 0とm < 0の解があるが、実際に実現す

るのはどちらか一方であることに注意しよう。もともとのハミルトニアン (8.8)

はスピンの反転 (∀i Si → −Si)に対し不変であるにもかかわらず、実際に実

現する強磁性状態としてたとえばm > 0の解が選ばれてしまえば、スピンを

すべて反転させると磁化が反転して m < 0の解に対応する状態になり、巨視

的に異なる状態になってしまう。このように、T < Tc で実際に実現する熱平

衡状態では、系を支配するハミルトニアン (8.8)が持っていたスピン反転に対

する対称性が自発的に破れている。これに対し、T > Tcでは自発磁化はなく、

スピン反転を行えば微視的状態は変わるが、巨視的には元の状態と区別できな

い。従って、系の巨視的状態はハミルトニアン (8.8)と同じ対称性を持ってい

る。Tcが強磁性・常磁性相転移の転移温度（キュリー温度）であり、スピンの

期待値m（あるいは磁化M)が強磁性相の秩序パラメータとなる。このような

対称性の自発的破れは自然界における構造形成の基本的メカニズムといえる。

イジング的な相互作用を持つスピンの世界を支配する基本法則すなわちハミル

トニアン (8.8)はできるだけ単純でないと（対称性が高くないと）基本法則と

しては不自然だが、現実に実現するその世界での現象は、複雑・多様な構造を

もっている（対称性が低い）。このような世界の一見矛盾した性格を自然に解

決するのが対称性の自発的破れと言う考え方である。この考え方の導入によっ

てはじめて、現実の世界の構造を支配する「神」は最終的にいらなくなったと

言えるかもしれない。

173



8.4 変分法としての平均場理論

平均場理論を少し別の見方から導いてみよう。磁化M は、最終的にはすべて

の微視的状態について期待値を取って定まる量のはずであるが、仮想的にこれ

を固定したときの自由エネルギー F (M) = E(M)− TS(M)を考えてみよう。

磁化M を固定したときの分配関数を

Z(M,T ) =
∑
i

exp(−βEi)δMiM (8.15)

で定義する。Miは i番目の微視的状態における磁化である。M を固定したと

きの自由エネルギーは

F (M,T ) = −kBT lnZ(M,T ) (8.16)

で与えられる。真の熱平衡状態での分配関数 Z(T )は、M についても和を取り∑
M

Z(M,T ) =
∑
M

∑
i

exp(−βEi)δMiM (8.17)

=
∑
i

exp(−βEi)
∑
M

δMiM (8.18)

=
∑
i

exp(−βEi) = Z(T ) (8.19)

で与えられる。すなわち、自由エネルギー F (M,T )を用いて表すと

Z(T ) =
∑
M

Z(M,T ) =
∑
M

exp(−βF (M,T )) (8.20)

となる。M が巨視的な量であることを考えると、この和の中で一番重要なの

は F (M,T )を最小にするM(=Mmin)の項なので

Z(T ) = exp(−βF (Mmin, T )) (8.21)

としてよい。従って

F (T ) = −kBT lnZ(T ) = F (Mmin, T ) (8.22)
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と表すことができる。実際に実現する磁化はMminなので、以下ではこれをM

と書く。すると、M は

∂F (M)

∂M
= 0 (8.23)

を満たすはずである。磁化M とオーダーパラメータ m = ⟨Si⟩は、(8.14)に

よって結びつけられているので、以下では F (M)等の代わりに F (m)と書くこ

とにする。

平均場近似の考え方に沿って、F (m)を求めるため、まず、エネルギーとエ

ントロピーをそれぞれ求めてみよう。

1. 内部エネルギー U

U = ⟨H⟩ = −J
∑
⟨i,j⟩

⟨SiSj⟩ (8.24)

ここで平均場近似の考え方に従うと、Sj をその期待値m = ⟨Sj⟩で置き
換ればよいので

U = −J
∑
⟨i,j⟩

⟨mSi⟩ = −J
∑
⟨i,j⟩

m ⟨Si⟩ = −Jm2
∑
⟨i,j⟩

1 (8.25)

となる。
∑

⟨i,j⟩ 1は最近接格子点を結ぶボンドの総数に等しいので、i番

目の格子点から出ているボンドの数は z、格子点の総数はN であること

を考えると Nz のように思えるが、この数え方だとすべてのボンドを２

回数えていることになるので実際は∑
⟨i,j⟩

1 =
Nz

2
(8.26)

である。従って

U = −NzJm
2

2
(8.27)

が得られる。
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2. エントロピー S

mを決めた時のエントロピーを求めるには、その時の状態数W (m)を求

めればよい。↑スピン数をN↑、 ↓スピン数をN↓と書くと、全スピンの

期待値はmは ⟨∑
i

Si

⟩
=

1

2
N↑ −

1

2
N↓ (8.28)

であるが ⟨∑
i

Si

⟩
=
∑
i

⟨Si⟩ =
∑
i

m = Nm (8.29)

とも書けるので

m =
1

2N
N↑ −

1

2N
N↓ (8.30)

である。一方

N = N↑ +N↓ (8.31)

なので

N↑ =
N

2
+Nm = N

(
1

2
+m

)
(8.32)

N↓ =
N

2
−Nm = N

(
1

2
−m

)
(8.33)

である。従って、mを決めると N↑ と N↓ が決まることになる。mを決

めた時の状態数は、N↑個の上向きスピンとN↓個の下向きスピンを、N

個の格子点上に並べる場合の数であるから

W (m) =N CN↑ =
N !

N↑!N↓!
(8.34)

で与えられる。これよりエントロピーは

S(m)

kB
= N lnN −N↑lnN↑ −N↓lnN↓

= −N
[(

1

2
+m

)
ln

(
1

2
+m

)
+

(
1

2
−m

)
ln

(
1

2
−m

)]
(8.35)
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で与えられる。

この二つを合わせて、平均場近似でのmを固定した自由エネルギー F (m,T )

は

F (m,T ) = E(m)− TS(m)

= −JNz
2

m2

+NkBT

[(
1

2
+m

)
ln

(
1

2
+m

)
+

(
1

2
−m

)
ln

(
1

2
−m

)]
(8.36)

で与えられる。従って、自由エネルギー極小の条件は

∂F

∂m
= −JNzm+NkBT ln

1
2 +m
1
2 −m

= 0 (8.37)

となる。これを変形すると

m =
1

2
tanh

Jzm

2kBT
(8.38)

となり、(8.12)の自己無撞着方程式と同じ関係が得られた。

図 8.8に示すように、F (m,T )のm依存性を具体的に調べてみると、対称性の

自発的破れが起きる様子が分かりやすい。Tcより低温では、F を最小とするm

は２つあり (m0と−m0)これらは (8.12)をみたすが、F (m0, T ) = F (−m0, T )

なので、どちらが実現するかは F の形からは決められない。しかし、F を最小

にするには、実際にはどちらか一つが実現するしかない。実現してしまえば、

その状態は、スピン反転m↔ −mについて、もう不変ではなく、もとの自由
エネルギーの関数 F (m,T )の持っていた対称性を失っている。一方、Tc より

高温では F を最小とする mは 0であり、その状態は、スピン反転 m ↔ −m
について不変であり、もとの自由エネルギーの関数 F (m,T )の持っていた対称

性を持っている。

ここでも、mの関数としての F (m,T )は、いわばこの系を支配する基本法

則でありながら、実際に実現する状態は対称性はその基本法則の持つ対称性よ

り低い。
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図 8.8: 平均場近似でのイジングモデルの自由エネルギー F (m,T )。T < Tcで

は、それぞれの温度で F を最小にするmが ±m0 である。

8.5 平均場近似における物理量の温度依存性

平均場近似での種々の物理量の温度依存性を具体的に調べておこう

1. 秩序パラメータ m

m > 0の方の解を調べる。もちろん、−mも解である。まず、転移温度
近傍と低温極限での振る舞いを調べよう

(a) 転移温度近傍 (T → Tc − 0)

m≪ 1, tanhx ≃ x− 1

3
x3 (| x |≪ 1)を利用すると

m ≃ 1

2

(
βzJm

2
− 1

3

(
βzJm

2

)3
)

(8.39)

となる。両辺をmで割って zJ = 4kBTc に注意して

m ≃
√

3

4

(
Tc − T
Tc

)1/2

(8.40)
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が得られる。温度が下から Tc に近づくと、mは連続的に 0に近づ

き、2次転移を示すことが分かる。このように、転移点に近づいた

時に、0に近づいたり発散したりする巾の指数（今の場合 1/2）は、

臨界指数と呼ばれ相転移の特徴を示す重要な量である。ただし、平

均場近似を行うとどのような系でも同じ臨界指数が得られてしまう。

逆に言えば、この臨界指数の値は平均場近似が正しくなる次元が無

限大の場合の値と言ってもよい。5

(b) 低温領域 (
T

Tc
≪ 1)

β が大きい極限を考えるので、

tanhx =
1− e−2x

1 + e−2x
≃ 1− 2e−2x (x≫ 1) (8.41)

を利用すると (8.12)は次のように近似できる。

m ≃ 1

2
(1− 2 exp (−βzJm)) (8.42)

ここで、β →∞の極限を取ればm = 1/2であるから、十分低温で

は右辺のmは 1/2で置き換えてよい。従って

m ≃ 1

2

(
1− 2 exp

(
− zJ

2kBT

))
(8.43)

が得られる。

数値的に (8.12)の解を求めると図 8.9に示すようになるが、転移温度付

近及び低温での振る舞いが (8.40)、(8.43) のようになることが、図の上

からも分かる。

2. エントロピー S

エントロピーは (8.35)で与えられる。S は mだけの連続的な関数であ

り、mは T → Tc − 0で 0に近づく。また、T > Tc ではm = 0である。

5実際には通常の系では４次元以上なら、平均場近似の臨界指数が得られることが知られてい
る。
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図 8.9: 秩序パラメータmの温度依存性

従って、Sは Tcで不連続ではない、すなわち潜熱は存在しないことが分

かる。

それぞれの温度領域でのエントロピーの振る舞いを調べておこう。

(a) 常磁性相 (T ≥ Tc) ここでは、m = 0なので

S = −NkB
[
1

2
ln
1

2
+

1

2
ln
1

2

]
= NkBln2 = kBln2

N (8.44)

となる。これは、すべての状態に等確率で分布するとした場合の

値に相当する。すなわち、スピン間の相互作用が完全に無視できる

T → ∞の極限では正確な値である。しかし、有限の温度では常磁
性相でもこれは正確ではない。実際には、T > Tc では長距離秩序

はなくても、近くのスピン同士は短距離秩序を持ちある程度そろっ

ているので、真のエントロピーはこの値より下がる。しかし、平均

場近似ではこのような効果は無視されているため、温度無限大のと

きの値が出てしまうのである。

(b) 低温極限 (T → 0)

ここではm→ 1

2
（またはm→ −1

2
）なので、どちらの場合も

S = −NkB(1ln1 + 0ln0) = 0 (8.45)
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となる。これは１つの状態 |↑↑↑ ...⟩または |↓↓↓ ...⟩だけが実現して
いることを表している。

3. 熱容量 C

内部エネルギー U は、秩序パラメータmを用いて (8.27)で与えられる

から

C =
∂U

∂T
= −NJz

2

∂m2

∂T
= −2NkBTc

∂m2

∂T
(8.46)

と書ける。

(a) 転移温度近傍

低温側 (T → Tc − 0)ではmは (8.40)で与えられるので

∂m2

∂T
= − 3

4Tc
(8.47)

となる。従って

C = 2NkBTc
3

4Tc
=

3NkB
2

(8.48)

が得られる。

一方、高温側 (T → Tc + 0)ではm = 0なので

C = 0 (8.49)

が得られる。平均場近似では一般にこのように熱容量は発散せず、

不連続になる。

(b) 低温領域 (T ≪ Tc)

m は (8.43) で与えられるので、|x| が小さい時に成り立つ近似式
(1 + x)α ≃ 1 + αxを用いると

m2 ≃ 1

4
− exp

(
− zJ

2kBT

)
(8.50)
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図 8.10: 平均場近似でのイジングモデルの比熱

なので、これを (8.46)に代入すると

C = 4NkB

(
Tc
T

)2

exp

(
− zJ

2kBT

)
(8.51)

が得られる。ここで、指数関数の中の因子は、周りが全部上向きの

時に、一つのスピンを上向きから下向きに変えるためには zJ/2の

エネルギーが必要なことを反映している。

4. T > Tc での帯磁率

T > Tc では系は常磁性状態にあり、磁場が 0であれば磁化M も 0であ

る。しかし、少し磁場をかけた時の応答、すなわち帯磁率は Tcに近づく

とともに発散する。これを平均場近似の範囲で見てみよう。i番目のスピ

ンの平均場近似ハミルトニアンは、平均場HMF の他に、外部磁場H が

加わるので

HMF
i = (−zJm+ gµBH)Si (8.52)

となる。このとき、スピン Si の期待値は

⟨Si⟩ =
1

2

exp

(
zJm− gµBH

2kBT

)
− exp

(
−(zJm− gµBH)

2kBT

)
exp

(
zJm− gµBH

2kBT

)
+ exp

(
−(zJm− gµBH)

2kBT

)
=

1

2
tanh

(
β(zJm− gµBH)

2

)
(8.53)
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で与えられるので、自己無撞着方程式はm = ⟨Si⟩すなわち

m =
1

2
tanh

(
β(zJm− gµBH)

2

)
(8.54)

となる。温度が Tc より高い状況を考えているので、磁場 H が弱ければ

mも小さい。従って、(8.54)の右辺では tanhx ≃ xと近似できるので

m =
β(zJm− gµBH)

4
(8.55)

が得られる。Tc = zJ
4kB
に注意してこれを整理すると

m = − gµB

4kB(T − Tc)
H (8.56)

が得られる。磁化に直すと

M = −NgµBm =
N(gµB)

2

4kB(T − Tc)
H (8.57)

であるから、帯磁率 χは

χ = lim
H→0

M

H
=

N(gµB)
2

4kB(T − Tc)
(8.58)

のように T が Tcに近づくにつれ、T −Tcに反比例して発散する。これを
キュリー-ワイス (Curie-Weiss)則という。(図 8.11) この様子は、図 8.12

のように帯磁率の逆数を温度に対してプロットするとわかりやすい。温

度軸との切片が転移温度となる。なお、ここでは温度が Tcに近いことは

使っていないことに注意しよう。従って、この方法によれば、転移温度

より十分高い温度での帯磁率の実験データから、転移温度を予測するこ

とができる。ただし、このようにして予測される転移温度と実際の転移

温度が一致するのは、強磁性体の平均場理論の範囲に限られる。

このように、転移温度 Tc に近づくと共に帯磁率が発散するということ

は、まだ、Tcに至っていなくても、少し上では、ほとんどスピン同士が

そろいかけているため、すこしの外場で大きく磁化が生じてしまうこと
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図 8.11: 強磁性体の帯磁率の温度依存性

0
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N(gµB)2/χ

T

Curie
−Weiss則

Curie則

Tc

図 8.12: 強磁性体の帯磁率の逆数の温度依存性
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を反映している、一般にこのような２次相転移点に近づくことによる感

受率の発散を、臨界発散という。

3.8節で示したように、帯磁率 χが一般に磁化の揺らぎ
⟨
M2
⟩
と⟨

M2
⟩

T
= χ (8.59)

の関係にあることを思い出せば、帯磁率の発散は磁化の揺らぎの発散を

意味していることが分かる。この結果 (8.58)は平均場近似から導かれた

ものであるが、平均場近似は揺らぎを無視する近似であったから、実際

には転移点に近づくほど平均場近似は悪くなり、真の臨界現象は平均場

近似では取り扱えない。
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8.6 相転移のギンツブルグ・ランダウ理論

前章では特定のミクロなモデルであるイジングモデルを出発点にして、平均

場近似を適用して相転移の様子を調べた。しかし、前章の議論を見直してみる

と、秩序パラメータmの関数としての自由エネルギー F (m,T )の関数の形が、

T = Tc 近傍で変化する様子が相転移の様相を決めていたことが分かる。そこ

で、本章では F (m,T )のミクロなモデルとの関係は一旦忘れて、一般的に相転

移を記述できる F (m,T )はどのようなものかを考えて相転移の現象論を展開す

ることにする。別の言い方をすれば、前章ではハミルトニアン Hが与えられ
たと考えて、そこから近似計算をして F (m,T )を求めたが、ここでは、そのプ

ロセスは既に終わっているとして、m以外の自由度についての和を取った後の

関数 F (m,T )が与えられたとして話を始めるのである。これはかなりの手抜き

のように思えるかもしれないが、そもそもイジングモデルのハミルトニアンに

したところで、現実の磁性体の原子核や電子及びその間の相互作用を表すハミ

ルトニアンに含まれる自由度の内、電子のスピンという自由度だけを取り出し

て、他の自由度についてはならしてしまった結果得られたものと考えられるか

ら、Hから出発するか F (m,T )から出発するかは単に自由度をどこまでなら

して（粗視化して）モデルを設定するかの選択の問題に過ぎないとも考えられ

る。ただし、F (m,T )がもとのハミルトニアンと同じ対称性を持っていること

を仮定しなくては、それがどう破れるかを記述することはできない。また、最

初からmだけしか残さないと言うことは、この量の揺らぎを無視することに

なるから、F (m,T )から出発すると言うことは、最初から平均場近似を用いる

ことと同等であることは注意しておく。6

ここでさらに F (m,T ) は m と T についての解析的な関数であると仮定す

る7。これにより、相転移点 T = Tc 近傍に限れば一般的な議論ができる。Tc
近傍では mは小さいはずなので F (m,T )を mでテーラー展開して、低い次

数の項だけを考えることにする。また、元々の系のハミルトニアンが秩序パ

ラメータの符号の反転について不変な場合を考えているので、それを反映し

6もちろん、m のゆらぎを考慮することによって揺らぎの効果を取り入れることは臨界現象の
研究ではよく行われる。

7イジングモデルの平均場近似の F (m,T )(8.36) も m と T について解析的な関数であった。
しかし、これは近似のせいであって、実際には多くの場合解析性の仮定は正確には成り立たない。
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0
0

a2>0

a2<0

a2=0
m

F(m,T)−F(0,T)

図 8.13: ギンツブルグ・ランダウの自由エネルギー

て F (m,T ) = F (−m,T )とする。このことは、テーラー展開した場合偶数次
項のみしか現れないことを意味する。これらのことに注意すると、Tc 近傍で

F (m,T )は次のように書ける。

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
a2(T )m

2 +
1

4
a4(T )m

4

+
1

6
a6(T )m

6 + .... (8.60)

これを、自由エネルギーのランダウ展開と呼ぶ。以下では、a4の符号によって

場合分けして考える。

1. a4 > 0の場合

この場合、6次の項があってもあまり重要にならないので、4次までで

止めることにする。すなわち、F (m,T )は以下のように与えられると考

える。

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
a2(T )m

2 +
1

4
a4(T )m

4 (8.61)

ここで、F (0, T )は T について特異性を持たない関数である。いま、Tc
近傍を考えるので、a4 は Tc での値で置き換え、定数とする。図 8.13に

示すように、自由エネルギーの振る舞いは a2の符号によって大きく変わ

る。すなわち

• a2 > 0なら最小値を与えるmはm = 0のみ、
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• a2 < 0なら最小値を与えるmはm ̸= 0に２つある。

このことは、a2(T ) = 0となる温度が Tcであり、高温側では a2(T ) > 0、

低温側では a2(T ) < 0となることを意味している。T ≃ Tc近傍に限れば
a2(T )を T − Tc で展開して最低次まで取ればよいので、

a2(T ) ≃ α(T − Tc), α > 0 (8.62)

とおくことができる。従って、ランダウの自由エネルギーは

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
α(T − Tc)m2 +

1

4
a4m

4 (8.63)

と書ける。これを出発点に、種々の物理量を求めてみよう。

(a) オーダーパラメータ m 自由エネルギーを極小にする条件から

∂F (m,T )

∂m
= α(T − Tc)m+ a4m

3 = 0 (8.64)

が得られる。これより T < Tc では

m = ±m0 (8.65)

m0 =

√
α

a4
(Tc − T ) (8.66)

となる。（図 8.14)このように、秩序パラメータは Tc で連続的に 0

になるので、この場合のギンツブルグ・ランダウ自由エネルギーは

２次転移を記述していることが分かる。また、解としてはm = m0

と−m0の二つがあるが、実際に実現するのはどちらか一つであり、

その一つが実現すると対称性が自発的に破れていることが分かる。

(b) 実際に実現する熱平衡状態での自由エネルギー F (T )

(8.66)のmの表式を (8.63)に代入し

i. T > Tc では

F (T ) = F (0, T ) (8.67)
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0
0

m

T−T c

図 8.14: 秩序パラメータmの温度依存性

ii. T < Tc では

F (T ) = F (0, T )− α2

2a4
(T − Tc)2 +

α2

4a4
(T − Tc)2 (8.68)

= F (0, T )− 1

4a4
α2(T − Tc)2 (8.69)

を得る。この領域では、F (0, T )はm = 0の相が仮想的に低温

まで続いているとした時の自由エネルギーと解釈できる。

(c) エントロピー S

上で求めた F (T )を用い

i. T > Tc では

S(T ) = −∂F (T )
∂T

(8.70)

= − ∂

∂T
F (0, T ) ≡ S0(T ) (8.71)

最後の等号で S0(T )を定義することにする。これは、Tcを含む

全温度で温度の解析的な関数である。これを用いると

ii. T < Tc では

S(T ) = −∂F (T )
∂T

(8.72)

= S0(T ) +
α2

2a4
(T − Tc) (8.73)
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T c T

S(T)

T c T

C(T)

図 8.15: ギンツブルグ・ランダウ理論によるエントロピー S と熱容量 C の温

度依存性

が得られる。エントロピーは T = Tc で連続なので、潜熱が存在し

ない２次転移であることが分かる。

(d) 熱容量 C

熱容量はエントロピーの温度微分から得られる。

i. T > Tc

C(T ) = T
∂S0(T )

∂T
≡ C0(T ) (8.74)

最後の等号で C0(T )を定義することにする。これも、Tc を含

む全温度で温度の解析的な関数である。

ii. T < Tc

C(T ) = T
∂S(T )

∂T
= C0(T ) + T

α2

2a4
(8.75)

≃ C0(T ) + Tc
α2

2a4
(8.76)

が得られる。これより、T = Tcで熱容量に不連続性があること

が分かる。

最初にも述べたように、ギンツブルグ・ランダウ理論は、何らかのミクロ

なモデルを平均場近似することによって得られる自由エネルギーF (m,T )
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F(m,T)−F(0,T)

(3) T=T c

(6)  a 2<0

(2) T=T
**

(1)

(4)

図 8.16: １次転移のギンツブルグ・ランダウ自由エネルギー

の一般的な性質から導かれている。従って、このような２次相転移の場

合、平均場理論の与える臨界指数は一般にギンツブルグ・ランダウ理論

の臨界指数と等しい。

2. a4 < 0の場合

この場合、4次までしかとらないとm→ ±∞ で F (m,T )が−∞になる
ため、mが無限大の状態が実現することになり物理的に不合理である。

そこで 6次までとって考えることにする。

F (m,T ) = F (0, T ) +
1

2
a2(T )m

2 +
1

4
a4(T )m

4

+
1

6
a6(T )m

6 (8.77)

ただし、ここでも a6 < 0 になると同じ困難が生じるので a6 > 0 とす

る。また、a4、a6は定数とし、a2を T − T ∗についてテーラー展開して

a2 = α(T − T ∗)とおく。この関数の形が温度と共にどのように変化する

か、図 8.16をもとに考えてみよう。

一般に F (m,T )はm2 の３次関数なので、複数の極小点が生じる場合が

ある。その内で実際に最小の F (m,T )を与えるmが実現すると考えられ

る。自由エネルギー極小の条件は

∂F (m,T )

∂m
= α(T − T ∗)m+ a4m

3 + a6m
5 = 0 (8.78)
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で与えられる。十分高温では、a2が正で十分大きいので、F (m,T )は (1)

の曲線のようにm2 の単調増加関数になる。極小点（最小点）はm = 0

である。T が下がるにつれ、a2 の効果が弱くなるので、負の a4 の影響

で (2)の曲線のような変曲点ができる。この温度を T ∗∗ としよう。T が

更に下がると、mの極小点が正負２カ所 ±m0 に現れる。しかしこれら

はまだ最小点ではないので、実際に熱平衡状態で実現するのはm = 0で

ある。さらに温度が下がると、(3)のように F (m0, T )が F (0, T )と等し

くなる温度 Tc に至る。この Tc が転移点となり、これより低温では (4)

のように ±m0 が最小点となり、秩序パラメータmが有限の相が実現す

る。更に温度が下がると T = T ∗ で (5)のようにm = 0の極小点は消失

し、T < T ∗ では (6)のようにm = ±m0 のみが極小かつ最小点になる。

以下では具体的に相転移温度及びその近傍での物理量の振る舞いを調べ

ておこう。

(a) 相転移点 Tc

mcを相転移点 Tcでのmの値とすると、(3)の曲線のような状況な

ので、次の二つの条件が共に満たされなくてはならない。

i. 自由エネルギー極小。すなわち、mc は (8.78)を満たす。

ii. m = 0とm = mc の自由エネルギーが等しい

F (0, Tc) = F (mc, Tc)

= F (0, Tc) +
α

2
(Tc − T ∗)m2

c +
a4
4
m4

c +
a6
6
m6

c

(8.79)

を満たす。また、(8.79)を整理すると

α

2
(Tc − T ∗) +

a4
4
m2

c +
a6
6
m4

c = 0 (8.80)

が得られる。(8.78)でm = mcとおいたものと (8.80)を連立させて
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解くと

m2
c = −3a4

4a6
(8.81)

Tc = T ∗ − 1

α
(a4m

2
c + a6m

4
c)

= T ∗ +
3a24

16αa6
> T ∗ (8.82)

が得られる。このことから、無秩序相が不安定化する温度 T ∗より高

い温度 Tcで秩序相への相転移が起きることがわかる。ここで、秩序

パラメータは 0から (8.81)で与えられる値に不連続的に変化する。

T ∗ < T < Tcの温度領域では無秩序相は自由エネルギーの極小状態

ではあるが真の熱平衡状態としては実現しない。この様な状態を準

安定状態と呼ぶ。高温から温度を下げていったときに、有限の測定

時間では Tc ですぐ秩序状態へ転移せず、準安定状態である無秩序

状態にとどまることがある。逆に、秩序相から無秩序相に転移する

ときも、Tcより高い温度 T ∗∗まで秩序相が準安定状態として残る。

このような現象を履歴現象（ヒステリシス）という。後で述べるよ

うに、a4 < 0の場合の相転移は１次相転移であり、実験的には、履

歴現象が観察されるかどうかが１次転移の目安の一つである。

(b) オーダーパラメータ m

mの温度依存性は (8.78)を解くことによって得られるが、グラフと

しては。

T = T ∗ +
1

α
(|a4|m2 − a6m4) (8.83)

と書き直して、図 8.17のように T を横軸mを縦軸にプロットする

と簡単だろう。T = Tc では (8.81)で与えられる有限の値をとる事

に注意しよう。

(c) エントロピー S

転移点近傍でのエントロピーの振る舞いを見てみよう。

i. T > Tc
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m

T

図 8.17: ギンツブルグ・ランダウ理論による１次転移でのオーダーパラメーター

の温度依存性。T ∗ が過冷却の限界、T ∗∗ が過熱の限界である。T ∗∗ > T > Tc

では低温相が準安定状態、Tc > T > T ∗では高温相が準安定状態になる（履歴

現象）

この領域ではm = 0なのでエントロピーは

S(T ) = −∂F (T )
∂T

= − ∂

∂T
F (0, T ) = S0(T ) (8.84)

で与えられる。ここで S0(T )は T の解析的な関数である。

ii. T < Tc

この領域ではm ̸= 0だが、

∂F (m,T )

∂m

∣∣∣∣
T

= 0 (8.85)

の条件から mが決まっているので、mを通しての温度微分の

寄与は 0になる。従って、(8.77)の a2 に含まれる T のみを微

分すればいいので

S(T ) = −∂F (T )
∂T

= − ∂F (m,T )

∂T

∣∣∣∣
m

= S0(T )−
α

2
m(T )2 (8.86)

ここで、mの温度依存性は (8.78)を解くことによって得られる。
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T c T

S(T)

∆S

図 8.18:

これより、T = Tc の上下で

∆S =
α

2
m2

c = −3αa4
8a6

=
3α|a4|
8a6

(8.87)

だけエントロピーが不連続になっている。このことは相転移に伴い

有限の潜熱 L = Tc∆Sが存在することを意味し、この相転移が１次

相転移であることを示している。

ここでは、秩序パラメータがスカラー量である最も簡単なギンツブルグ・ラン

ダウ理論を紹介したが、一般に、秩序パラメータが複数の成分を持っている場

合も、同様な現象論を展開することができる。従って、ミクロな機構が分かっ

ていない場合でも、新しい現象・対象を理解する第一歩として適用性が広い方

法である。例えば種々の異方的超伝導相、液晶相、ランダムな相互作用のある

スピングラスなどについても拡張がなされている。また、秩序パラメータの揺

らぎを考慮することによって、平均場理論の枠を超えた相転移の一般的な議論

を行うこともできる。
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図 8.19: 1次元イジングモデル

8.7 １次元イジングモデルの厳密解

一般に相互作用のある系の分配関数を厳密に求めることは難しく、平均場理

論をはじめとする近似理論や計算機シミュレーションが必要になることが多い。

しかし、１次元イジングモデル（図 8.19）は比較的簡単な計算で分配関数を求

めることができる。ここでは、応用範囲も広く、物理的にも重要な意味を持つ

「転送行列法」による解法を紹介する。

磁場中の１次元イジングモデルのハミルトニアンを改めて書いておこう。

HIsing = −
N∑
i=1

JSiSi+1 −
N∑
i=1

hSi (8.88)

ここで、Si = ±1
2、h = −gµBH とおいた。また、周期的境界条件

SN+1 = S1 (8.89)

を課すことにする。

分配関数は次のように書き下すことができる。

Z =
∑

S1=± 1
2

∑
S2=± 1

2

....
∑

SN=± 1
2

exp

(
N∑
i=1

β(JSiSi+1 + hSi)

)

=
∑

S1=± 1
2

....
∑

SN=± 1
2

exp

(
N∑
i=1

β

(
JSiSi+1 +

1

2
h(Si + Si+1)

))
(8.90)

ここで、各格子点上でのスピンの状態に番号をつけ、Si =
1
2 の状態を αi = 1、

Si = −1
2 の状態を αi = 2とし、状態 αにおけるスピンを Sα と表すことにす
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る。すると、分配関数は次のように書き直せる。

Z =
2∑

α1=1

2∑
αi=1

....
2∑

αi=1

N∏
i=1

exp

(
β

(
JSαiSαi+1 +

1

2
h(Sαi + Sαi+1)

))
(8.91)

この和は αを添え字とする行列

T̂αα′ = exp

(
β

(
JSαSα′ +

1

2
h(Sα + Sα′)

))
(8.92)

を使うと簡単に書き下すことができる。

具体的に T̂ の成分を書くと


α′ = 1 α′ = 2

α = 1 exp
(

βJ
4 + βh

2

)
exp

(
−βJ

4

)
α = 2 exp

(
−βJ

4

)
exp

(
βJ
4 −

βh
2

)
 (8.93)

である。これを転送行列と呼ぶ。これを使うと Z は

Z =
2∑

α1=1

2∑
α2=1

....
2∑

αN=1

N∏
i=1

T̂αiαi+1

=
2∑

α1=1

2∑
α2=1

....
2∑

αN=1

N∏
i=1

T̂α1α2 T̂α2α3 ...T̂αNα1 (8.94)

と表せる。ここで周期境界条件 αN+1 = α1を用いた。α2から αN までについ

ての和はちょうど行列の積を作る形になっていることに注意すると

Z =
2∑

α1=1

(T̂N )α1α1 (8.95)

となる。これは行列 T̂N のトレースの形になっているので

Z = TrT̂N (8.96)
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と書けることが分かる。T は対称行列なので、以下のように直交変換 Ôで対角

化できる。

T̂ = ÔΛ̂Ô−1 (8.97)

ここで対角行列 Λは

Λ̂ =

(
λ1 0

0 λ2

)
(8.98)

で定義される。λ1、λ2 は T̂ の固有値である。| λ1 |≥| λ2 | とする。(8.97)を

(8.96)に代入すると

Z = Tr(ÔΛ̂Ô−1)N

= TrÔΛ̂Ô−1ÔΛ̂Ô−1ÔΛ̂Ô−1...ÔΛ̂Ô−1

= TrÔΛ̂N Ô−1 (8.99)

と変形できる。ここで、トレースの性質 TrAB = TrBAに注意すると

Z = TrΛ̂N Ô−1Ô = TrΛ̂N = Tr

(
λ1 0

0 λ2

)N

= Tr

(
λN1 0

0 λN2

)
= λN1 + λN2 = λN1

{
1 +

(
λ2
λ1

)N
}

(8.100)

が得られる。固有値が縮退していなければ、
∣∣∣∣λ2λ1

∣∣∣∣ < 1なので、熱力学的極限

N ≫ 1では {}内第２項は無視できる。従って

Z = λN1 (8.101)

F = −NkBT lnλ1 (8.102)

が得られる。すなわち、分配関数は転送行列の最大固有値から得られることが

わかる。

具体的に転送行列の固有値の計算をしてみよう。固有値方程式は

0 = det(T̂ − λI) (8.103)
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である。これを展開すると

0 = det

 exp
(

βJ
4 + βh

2

)
− λ exp

(
−βJ

4

)
exp

(
−βJ

4

)
exp

(
βJ
4 −

βh
2

)
− λ


= λ2 − 2λe

βJ
4 cosh

βh

2
+ 2sinh

(
βJ

2

)
(8.104)

従って固有値は

λ1
2
= e

βJ
4 cosh

βh

2
±

√
e

βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)
(8.105)

で与えられ、分配関数 Z、自由エネルギー F は

Z = λN1 =

{
e

βJ
4 cosh

βh

2
+

√
e

βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)}N

(8.106)

F = −NkBT ln
{
e

βJ
4 cosh

βh

2
+

√
e

βJ
2 cosh2

βh

2
− 2sinh

(
βJ

2

)}
(8.107)

で与えられる。

まず、磁場のない時 (h = 0)の振る舞いを調べてみよう。分配関数、自由エ

ネルギーは

Z =

{
e

βJ
4 +

√
e

βJ
2 − 2sinh

(
βJ

2

)}N

=
(
e

βJ
4 + e

−βJ
4

)N
=

(
2cosh

βJ

4

)N

(8.108)

F = −NkBT ln
(
2cosh

βJ

4

)
(8.109)

であるから、F が温度の関数として有限の温度で特異性を持たないことは明ら

かである。これは有限温度で相転移が起きないことを表している。

内部エネルギー U は

U = − ∂

∂β
lnZ = −NJ

4
tanh

βJ

4
(8.110)
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で与えられるので、熱容量 C は

C =
∂U

∂T
=

NJ2

16kBT 2cosh2 J
4kBT

(8.111)

で与えられる。この振る舞いは、励起エネルギーが
J

2
の２準位系と同じであ

る。今の場合、最近接格子点数 z = 2であるから、平均場近似での (8.51)につ

いての議論を思い出すと、スピンが揃った状態から一つのスピンを反転させる

のに必要なエネルギーは J なので、この振る舞いは計算間違いではないかと思

われるかもしれない。実は、ここで出てきた
J

2
と言うエネルギーは、他のス

ピンが一方向に揃ったバックグラウンドの中で１つのスピンを反転させるよう

な励起状態ではなく、図 8.20に示すような上向きスピンの領域と下向きスピ

ンの領域の境界を作るために必要なエネルギーである。このような励起をドメ

インウォールと呼ぶ。ドメインウォールが励起されると、その左右でスピンの

向きが逆転するので、少しでもドメインウォールが存在すると長距離秩序が破

壊される。１次元イジングモデルでは、いくら低温でも温度が有限なら長距離

秩序を持つ相が現れないのはこのためである。２次元以上のイジングモデルで

は、図 8.21に示すように、長距離秩序を壊すためには系のさしわたしに渡って

ドメインウオールを作らなくてはならない。このようなドメインウオールを作

るのに必要なエネルギーは d次元のイジングモデルでは、系の幅を Lとすると

Ld−1に比例するので、d > 1の場合熱力学的極限 L→∞ではドメインウオー
ルを作るのに必要なエネルギーは発散する。従って、２次元以上のイジングモ

デルでは低温で長距離秩序を実現することができる。

１次元の場合に話を戻し、極限での振る舞いを見ておこう。

1. 低温極限

C ≃ NJ2

4kBT 2
exp

(
− J

2kBT

)
(8.112)

2. 高温極限

C ≃ NJ2

16kBT 2
(8.113)
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図 8.20: 1次元イジングモデルのドメインウオール

図 8.21: 2次元イジングモデルのドメインウオール

当然のことながら、これらは励起エネルギーが
J

2
の２準位系と同じである。

帯磁率 χを見るために、まず磁場中での磁化M の表式を求めよう。

M = − ∂F
∂H

= gµB
∂F

∂h
(8.114)

を用いると

M = −NgµB

2
sinh

βh

2

e
βJ
4√

e
βJ
2 cosh2 βh

2 − 2sinh
(

βJ
2

) (8.115)

が得られる。h≪ kBT では、h1 のオーダーまでとると

M = −NgµB

2

βh

2

e
βJ
4√

e
βJ
2 − 2sinh

(
βJ
2

) =
N(gµB)

2

4kBT
e

J
2kBT H (8.116)
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ξ

図 8.22: １次元イジングモデルの中での相関

となる。ここで h = −gµBH を使った。これより、帯磁率は

χ =
N(gµB)

2

4kBT
e

J
2kBT (8.117)

となる。この振る舞いは T → 0で Curie則 ( χ ∝ 1/T )より強く発散してい

て、絶対零度に向かうにつれスピンが揃おうとしていることを表している。

この振る舞いは、ドメインウオールの考え方に基づき、物理的に理解するこ

とができる。ドメインウオールの密度は低温で e
− J

2kBT に比例するので、平均

的なドメインウオールの間隔は e
J

2kBT 程度と考えられる。従って、低温ではこ

の程度の範囲にわたってスピンが揃っている、すなわち短距離秩序を持つと考

えられる。このように、空間的にある有限の距離にわたってスピンが短距離秩

序を持つとき、この距離をスピンの相関長 ξと呼ぶ。すなわち、今の場合、相

関長は低温で ξ ∼ e
J

2kBT のように振る舞い、T → 0で発散する。そこで、低

温ではスピンが相関長 ξ ≫ 1程度にわたってそろっていると考えると、大きさ

S = ξ × 1
2 (≫ 1)のスピンが N

ξ 個あるとみなすことができる。一般の大きさ S

の独立なスピンN 個からなる系の帯磁率は、3.3節と同様にして計算すれば

χS
Curie =

N(gµB)
2S(S + 1)

3kBT
(8.118)

で与えられる事が分かる。従って、この描像に従うと S ≫ 1を考慮して

χ =
N

ξ

(gµB)
2( ξ2 )

2

4kBT
∼ N(gµB)

2ξ

kBT
∼ N(gµB)

2

kBT
e

J
2kBT (8.119)

となり、数係数を除き (8.117)とつじつまが合っていることが分かる。
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8.8 量子古典対応

転送行列法によれば１次元イジングモデルの分配関数は (8.95)で表せるが、

ここで、HQ = −lnT̂ および βQ = N を定義すると

Z = Tre−βQHQ (8.120)

と書ける。1/βQがHQに対する温度の役割を果たし Z はハミルトニアンHQ

に従う量子力学系の分配関数を求めていることになる。ただし、元の 1次元イ

ジングモデルの熱力学的極限 N → ∞では βQ → ∞なので、これは、HQ に

従う量子力学系の問題としては絶対零度（基底状態）での分配関数を求めてい

ることになり、系の基底エネルギーは

E0
Q = − lim

βQ→∞

1

βQ
lnZ (8.121)

で与えられる8。このHQ は 2行 2列の行列であり、１個の S = 1/2のスピン

に対するハミルトニアンと見なせる。この系は空間的な広がりは持たないので、

0次元の系である。

さて、もとのイジングモデルではスピンの向きを量子力学的に変えるような

非対角項はハミルトニアンに含まれていなかった。この意味でイジングモデル

は本質的には古典系である。一方、HQは、以下に示すように非対角項を含む

のでスピンの量子揺らぎの効果を含んでいる。 転送行列法により古典系であ

る 1次元イジングモデルの有限温度の統計力学の問題が 0次元量子系HQの基

底状態を求める問題に変換されたことになる。このような方法を使うと、一般

に d+ 1次元の古典系の分配関数を求める問題を d次元の量子系の基底状態を

求める問題に対応づける事ができる。

HQの形を陽に求めてみるとこの様子をより具体的に理解することができる。

磁場がないとき、行列 T̂ は単位行列 I とパウリ行列 σxを使って、以下のよう

に書ける。

T̂ = e
βJ
4 I + e−

βJ
4 σx (8.122)

8T の最大固有値 λ1 は HQ の最小固有値（基底エネルギー）−lnλ1 に対応している事に注意。
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HQ を以下の形に求めることにしよう。

HQ = −ϵ0I −∆σx = −

(
ϵ0 ∆

∆ ϵ0

)
(8.123)

T̂ の定義に代入すると

T̂ = e−HQ = eϵ0e∆σx = eϵ0
∞∑

n=0

∆n

n!
σn
x

= eϵ0

( ∞∑
m=0

∆2m

(2m)!
σ2m
x +

∞∑
m=0

∆2m+1

(2m+ 1)!
σ2m+1
x

)
(8.124)

σ2
x = I を使うと σ2m

x = I、σ2m+1
x = σx なので

= eϵ0

( ∞∑
m=0

∆2m

(2m)!
+

∞∑
m=0

∆2m+1

(2m+ 1)!
σx

)
= eϵ0 (cosh∆ + σxsinh∆) (8.125)

これを (8.122)と比較すると

eϵ0cosh∆ = e
βJ
4 , eϵ0sinh∆ = e−

βJ
4 (8.126)

の関係があることが分かる。辺々割り算すると、

tanh∆ = e−
βJ
2 (8.127)

が得られる。左辺の ∆はHQ の非対角項であるからHQ での量子ゆらぎを表

す。これに対し右辺は１次元イジングモデル Hの熱揺らぎを表す。このよう
に、転送行列によって古典系を１次元低い量子系に対応させたとき、熱揺らぎ

は量子揺らぎとして表現されていることが分かる。表 8.1にこれらの対応関係

をまとめる。

このようにして古典系と量子系を対応づけて解析する方法は、現代の統計物

理学・物性物理学の理論研究では幅広く使われている。例えば、量子多体系の
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量子系　HQ 古典系　HIsing

温度 T = 0 T > 0

次元 0 (d) 1 (d+ 1)

−lnλ1 基底エネルギー 自由エネルギー

量子揺らぎ 熱揺らぎ

表 8.1: 転送行列による古典系と量子系の対応

基底状態における量子相転移9を古典的な系の有限温度での相転移に対応づけ

ることによって、後者について発展した理論を援用して前者を理解することが

できることがある。またシミュレーション法・数値計算法としては量子系を古

典系に変換してシミュレーションする量子モンテカルロ法や、逆に古典系を量

子系に変換して得られた転送行列を種々の方法で解析する量子転送行列法など

がある。10

9温度ではなく系のパラメータ（圧力、磁場、電子濃度など）を変えることによって系の基底状
態が変化する相転移。例としては、酸化物高温超伝導体や有機超伝導体などにおける、電子濃度・
圧力の変化による反強磁性絶縁相と超伝導相の間の転移や量子反強磁性体における、磁場・圧力な
どによる量子無秩序相と反強磁性相の転移などがある。

10もちろん量子系特有の困難はあり、特に、多くの興味深い系で、変換した古典系でのボルツマ
ン因子が負になってしまう負符号問題は量子モンテカルロ法のアキレス腱である。
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演習問題 8

1. イジングモデルに磁場をかけた場合を考える。

(a) 転移点直上 T = Tc で、磁場が十分弱いとき、磁化M は磁場H に

どのように依存するか。

(b) T < Tc、T = Tc、T > Tc それぞれの温度領域での磁化曲線の概略

を一つの図の中に違いがよく分かるように図示せよ。

2. イジングモデルのハミルトニアンについて

(a)

H = −mzJ
N∑
i=1

Si +
zJm2N

2
− J

∑
⟨i,j⟩

(Si −m)(Sj −m), m = ⟨Si⟩

と書き直せることを示せ。

(b) 第３項は Siの期待値mからの揺らぎを表す項である。これを無視

したハミルトニアン、

H̃MF = −mzJ
N∑
i=1

Si +
zJm2N

2

を用いて、自由エネルギー F̃MF(m,T )を求めよ。

(c) F̃MF(m,T )がmに関して最小になる条件を求め、これが本文で求

めた自己無撞着方程式に一致することを確かめよ。

3. スピン S の強磁性ハイゼンベルグモデル

H = −J
∑
⟨i,j⟩

Si · Sj

を平均場近似で取り扱い、自己無撞着方程式を求め Tcを求めよ。ここで

Siは大きさ Sのスピン演算子, J > 0、⟨i, j⟩は最近接格子点の対を表す。
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4. 古典強磁性ハイゼンベルグモデル

H = −J
∑
⟨i,j⟩

Si·Sj (Siは長さ1のベクトル, J > 0, ⟨i, j⟩は最近接格子点の対)

を平均場近似で取り扱い、次の問に答えよ。

(a) 転移温度 Tc を求めよ

(b) T ≃ Tc および T ≃ 0での自発磁化M = µ ⟨
∑

i Si⟩ , (µ = −gµB)

および熱容量 C の温度依存性を求め、全温度領域での C とM の温

度依存性の概略を図示せよ。

5. スピン 1/2の反強磁性イジングモデル

H = J
∑
⟨i,j⟩

SiSj−µH
N∑
i=1

Si (Si = ±1/2, J > 0, ⟨i, j⟩は最近接格子点の対)

を考える。平均場近似で取り扱うために、格子全体を図のように二つの

同等な副格子 A（黒丸）、B（白丸）に分ける。ただし、副格子 Aに属

する格子点の最近接格子点は必ず副格子 Bに属し、副格子 Bに属する格

子点の最近接格子点は必ず副格子 Aに属するように分けられるとする。

（このように分けることの出来ない場合は、この近似は使えない）また、

MA = µ
∑

i∈A ⟨Si⟩、MB = µ
∑

i∈B ⟨Si⟩をそれぞれの副格子の副格子磁
化と呼ぶ。A副格子のスピンと B副格子のスピンは逆向きになろうとす

ることに注意し、次の問に答えよ。（このような秩序をネール秩序という）
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(a) 磁場 H = 0 のとき、各副格子のスピンの期待値 mA = ⟨Si⟩i∈A、

mA = ⟨Si⟩i∈Bについて自己無撞着方程式をたて、転移温度TN（ネー

ル温度）を求めよ。対称性からmA = −mB ≡ mとおけることに注
意せよ。

(b) ネール温度以上で、磁場H があるときの自己無撞着方程式をたて、

帯磁率 χを求めよ。

(c) ネール温度以下で、磁場H があるときの自己無撞着方程式をたて、

帯磁率 χを求めよ。また、磁場のない時の副格子磁化mは χの式

の中に含んでよい。

(d) T ≃ Tcおよび T → 0での帯磁率 χの温度依存性を調べ、全温度領

域で帯磁率の温度依存性の概略を図示せよ。（mの温度依存性は (a)

で求めた自己無撞着方程式に従うことを利用せよ）

6. 右図に示すような２次元正方格子において、最

近接相互作用 J（実線)が強磁性、次近接相互

作用 J ′(破線)が反強磁性のスピン 1/2イジン

グモデル

H = −J
∑
⟨i,j⟩

SiSj + J ′
∑

⟨⟨i,j⟩⟩

SiSj

(J > 0, J ′ > 0, Si = ±1/2)
を考える。⟨i, j⟩は最近接格子点の対についての和、⟨⟨i, j⟩⟩は次近接格子
点の対についての和を表す。

(a) J = 0のとき、J ′ > 0で基底状態のスピンの配置はどのようになる

か。格子の図を描いて各格子点上のスピンの向きを矢印で表せ。（以

下、この状態をコリニア状態と呼ぶことにする)

(b) 一般の J > 0、J ′ > 0の値に対し、基底状態の候補として強磁性状

態とコリニア状態を考え、それぞれが基底状態となる α ≡ J ′/J の

領域を求めよ。
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(c) 強磁性状態が基底状態となる領域で、平均場近似により転移温度 TF
c

を求めよ。

(d) コリニア状態が基底状態となる領域で、平均場近似により転移温度

TC
c を求めよ。

(e) α− T 平面上に TF
c と TC

c を図示せよ。

7. ギンツブルグ・ランダウの自由エネルギーに、秩序パラメーターmに共

役な外場 hをかけると自由エネルギーに −mhという項が加わる。

(a) T > Tc で、外場が弱い場合、外場によって引き起こされる秩序パ

ラメーターmの値を求め、感受率 χ = lim
h→0

m/hの温度依存性を求

めよ。

(b) ちょうど T = Tcで、秩序パラメーターmに共役な外場 hをかけた

とき、外場によって引き起こされる秩序パラメーター mの値を求

めよ。

(c) 0 < T < Tc での感受率を χ = lim
h→0

(m(T, h)−m(T, 0))/hで定義す

る。ただし、m(T, h)は温度 T、外場 hのもとで実際に実現するm

の値である。このとき χを求めよ。

8. 強磁性のイジングモデルの自由エネルギーを平均場近似で計算し、ギン

ツブルグ・ランダウ理論の α, a4 の具体的な表式を求めよ。ただし、秩

序パラメーターm = ⟨Si⟩とせよ。

9. 転送行列法により磁場H 中の 1次元のスピン 1/2の反強磁性イジングモ

デル

H = J

N∑
i=1

SiSi+1 − h
N∑
i=1

Si (Si = ±1/2, J > 0, h ≡ µH, µ = −gµB)

を考え、本文で強磁性の場合に調べた種々の物理量の振るまいが強磁性

の場合とどう違うか（同じか）に重点を置いて調べよ。
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10. 1次元のスピン 1/2の強磁性イジングモデルを開放端境界条件で考える。

H = −J
N−1∑
i=1

SiSi+1, (Si = ±1/2, J > 0)

(a) Ti = 2SiSi+1 (i = 1, .., N − 1)とおくとハミルトニアンは

H = −J
2

N−1∑
i=1

Ti, (Ti = ±1/2, J > 0)

とかける。このことを利用して分配関数 Z、自由エネルギー F を求

めよ。なお、もとの SiはN 個あるが、TiはN −1個しかないので、

Ti だけでは微視的な状態を完全に指定できないことに注意せよ。

(b)

SlSl+m = 2m−2
l+m−1∏

i=l

Ti

を示し、これを用いて相関関数 ⟨SlSl+m⟩を求めよ。

(c) 相関関数が ⟨SlSl+m⟩ ∝ exp(−m/ξ)のようにふるまうとき、ξが相
関長である。ξを求め、低温極限・高温極限での振る舞いを調べ、ξ

の温度依存性の概略を図示せよ。

(d) 一般に帯磁率 χは

χ =
µ2

kBT

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨SiSj⟩

で与えられる。これを示し、これを用いて χを求めよ。
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付 録A スターリングの公式

lnN ! ≃ N lnN −N +
1

2
ln(2πN), (N ≫ 1) (A.1)

をスターリング (Stirling)の公式と呼び、統計力学でよく使われる。証明には

階乗をガンマ関数で表し

lnΓ(z + 1) ≃ zlnz − z + 1

2
ln(2πz), (z ≫ 1) (A.2)

を示す事にする。ガンマ関数の定義より

Γ(z + 1) =

∫ ∞

0

tze−tdt =

∫ ∞

0

e−t+zlntdt

=

∫ ∞

0

e−z(u−lnuz)zdu (t = uzとおいた)

= zezlnz
∫ ∞

0

e−z(u−lnu)du

= zezlnz
∫ ∞

0

e−zf(u)du (f(u) = u− lnuとおいた) (A.3)

と表せる。f(u)は図 A.1(a)のような関数であるが、z ≫ 1なので f(u)が最

小になる uを um とすると、uが um からずれると、図 A.1(b)に示すように

e−zf(u) は急激に減少する。従って、鞍点法を用い、f(u)について u ≃ um で

近似した式を用いることができる。

df(u)

du
= 1− 1

u
(A.4)

d2f(u)

du2
=

1

u2
(A.5)
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図 A.1: (a)f(u)の関数形と (b)zの値による被積分関数 e−zf(u) の変化。

より um = 1, f(um) = 1, f ′′(um) = 1なので、(u− um)の２次までのテーラー

展開を行うと

f(u) ≃ f(um) + (u− um)f ′(um) +
1

2
(u− um)2f ′′(um)

= 1 +
1

2
(u− 1)2 (A.6)

が得られる。u < 0では被積分関数は e−zより小さいので、積分区間も (−∞,∞)

まで伸ばしてしまってかまわない。従って

Γ(z + 1) ≃ zezlnz
∫ ∞

−∞
exp

(
−z(1 + 1

2
(u− 1)2)

)
du

= zezlnze−z

∫ ∞

−∞
exp

(
−z
2
(u− 1)2

)
du

= zezlnze−z

√
2π

z
=
√
2πzezlnze−z (A.7)

が得られる。特に z = N（整数)の場合

N ! ≃
√
2πNe−NeN lnN =

√
2πNe−NNN (A.8)

である。対数をとって

lnN ! ≃ N lnN −N +
1

2
ln(2πN) (A.9)

の形で使われることも多い。
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付 録B 古典統計力学の量子統計力
学からの導出

本文では不確定性関係から、位相空間で hあたり１個の状態があるので、と

いうことで古典統計力学の式

Z =
1

h3NN !

∫ ∞

−∞
dp1...

∫ ∞

−∞
dp3N

∫ L

0

dq1...

∫ L

0

dq3N exp(−βH({qi, pi})

(B.1)

を導いた（というより説明した程度か）が、確かにこれだけの説明ではなんと

も物足りない。そこで、３年生始めの量子力学の知識の範囲でなんとか理解で

きるように量子統計力学から古典統計力学を純粋に計算で導いてみる。なお、

ブラケット記法とその意味は理解しているものとする。

まず簡単のために１自由度の場合を考える。この系の古典的なハミルトニア

ンをH(q, p)と書こう。この場合 pと qは c-数である。これによるボルツマン

因子 exp(−βH(q, p))を c-数 pと qについて、次のようにテーラー展開できる

とする。

exp(−βH(q, p)) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

Cnmq
npm (B.2)

次に同じ系の量子力学を考え、p̂を運動量演算子、q̂を座標演算子とすると、ハ

ミルトニアンはH(q̂, p̂)と書ける。これを同様にテーラー展開することを考え

る。このとき、p̂と q̂ の交換関係 [q̂, p̂] = i~を無視すれば、c-数と同じに計算
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できるので、同じ係数 Cnm を用いて

exp(−βH(q̂, p̂)) ≃
∞∑

n=0

∞∑
m=0

Cnmq̂
np̂m (B.3)

が成り立つはずである。交換関係を無視したのでこの近似は古典極限 (~→ 0)

でのみ正しい1。これを用いて分配関数を書くと

Z = Tr exp(−βH(q̂, p̂))

=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

CnmTrq̂np̂m

=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Cnm

∫ L

0

dq ⟨q| q̂np̂m |q⟩ (B.4)

と書けるが、p̂の固有状態 |p⟩と q̂の固有状態 |q⟩

p̂ |p⟩ = p |p⟩
(
p =

2π~n
L

)
(B.5)

q̂ |q⟩ = q |q⟩ (0 ≤ q < L) (B.6)

⟨q′| q⟩ = δ(q − q′) (B.7)

を完全系として用いると、

Z =

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Cnm

∑
p

∫ L

0

dq ⟨q| q̂n |q⟩ ⟨q| p⟩ ⟨p| p̂m |p⟩ ⟨q| p⟩ (B.8)

=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

Cnm

∑
p

∫ L

0

dqqnpm| ⟨q| p⟩ |2 (B.9)

と書き直せる。ここで

|p⟩ = 1√
L

∫ L

0

dq exp

(
ipq

~

)
|q⟩ (B.10)

1もし交換関係を無視しないと pp..qq..ppp.. 等いろんな順序の積が出てきて、これを交換関係
を使って整理すると、同じような形に整理はできるが係数は必ずしも古典の場合の Cnm と一致し
ない
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なので

⟨q| p⟩ = 1√
L
exp

(
ipq

~

)
(B.11)

となることを使うと

Z =
∑
p

∫ L

0

dq
∞∑

n=0

∞∑
m=0

Cnmq
npm

1

L
(B.12)

=
∑
p

∫ L

0

dq exp(−βH(q, p))
1

L
(B.13)

pについての和を積分に直すと

=
1

2π~

∫ ∞

−∞
dp

∫ L

0

dq exp(−βH(q, p)) (B.14)

と書き直せ、古典統計力学での分配関数の表式が得られる。

多粒子系の場合も、とりあえずすべての粒子は区別できるものとすると、同

様にして

Z = Tr exp(−βH({q̂i, p̂i})) (B.15)

=
1

h3N

(
3N∏
i=1

∫ ∞

−∞
dpi

∫ L

0

dqi

)
exp(−βH({qi, pi}) (B.16)

が得られるが、実際には粒子は区別できないから N !で割って

Z =
1

h3NN !

(
3N∏
i=1

∫ ∞

−∞
dpi

∫ L

0

dqi

)
exp(−βH({qi, pi}) (B.17)

が得られる。ただし、量子系の場合には単純にN !で割ったのでは正しい結果

が得られない。そのあたりの議論は本文第 5章を参照すること。
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付 録C リーマンのζ関数

C.1 定義

ζ(z) =
∞∑

n=1

1

nz
, (Rez > 1) (C.1)

C.2 積分表示

1.

ζ(z) =
1

Γ(z)

∫ ∞

0

tz−1

et − 1
dt =

1

Γ(z + 1)

∫ ∞

0

tzet

(et − 1)2
dt (C.2)

証明）∫ ∞

0

tz−1

et − 1
dx =

∫ ∞

0

tz−1e−t

1− e−t
dt =

∞∑
n=0

∫ ∞

0

tz−1e−(n+1)tdt

被積分関数をテーラー展開した。ここで (n+ 1)t = uとおくと

=
∞∑

n=0

1

(n+ 1)z

∫ ∞

0

uz−1e−udu = Γ(z)
∞∑

n=1

1

nz
(C.3)

2.

ζ(z) =
1

(1− 21−z)Γ(z)

∫ ∞

0

tz−1

et + 1
dt

=
1

(1− 21−z)Γ(z + 1)

∫ ∞

0

tzet

(et + 1)2
dt (C.4)
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証明）∫ ∞

0

tz−1

et + 1
dx =

∫ ∞

0

tz−1e−t

1 + e−t
dt =

∞∑
n=0

∫ ∞

0

(−1)ntz−1e−te−ntdt,

被積分関数をテーラー展開する

=

∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
Γ(z) = (−2

∞∑
n=1

1

(2n)z
+

∞∑
n=1

1

nz
)Γ(z),

= (−21−z
∞∑

n=1

1

nz
+

∞∑
n=1

1

nz
)Γ(z) = (1− 21−z)Γ(z)

∞∑
n=1

1

nz
(C.5)

C.3 統計力学でよく使う表式

以下に挙げる例は３次元の場合。次元が違うと nの違う ζ 関数が出てくる。

励起の分散関係が異なる場合も同様。

1. z = n（整数）の場合

ζ(n) =
1

(n− 1)!

∫ ∞

0

tn−1

et − 1
dt, (C.6)

(例：空洞輻射の内部エネルギー、

デバイモデルの低温での内部エネルギー：n = 4）

=
1

n!

∫ ∞

0

tnet

(et − 1)2
dt, (C.7)

(例：空洞輻射の比熱、デバイモデルの低温比熱：n = 4）

=
1

(1− 21−n)n!

∫ ∞

0

tnet

(et + 1)2
dt (C.8)

(例：フェルミ気体の比熱など：n = 2）
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2. z = n+ 1/2（半奇数）の場合

ζ(n+ 1/2) =
2n

(2n− 1)!!
√
π

∫ ∞

0

tn−1/2

et − 1
dt (C.9)

=
2n+1

(2n+ 1)!!
√
π

∫ ∞

0

tn+1/2et

(et − 1)2
dt, (C.10)

(例：ボーズ気体の粒子数：n = 3/2、比熱 n = 5/2）

=
1

(1− 21/2−n)

2n

(2n− 1)!!
√
π

∫ ∞

0

tn−1/2

et + 1
dt (C.11)

=
1

(1− 21/2−n)

2n+1

(2n+ 1)!!
√
π

∫ ∞

0

tn+1/2et

(et + 1)2
dt (C.12)

証明は次のようにすればよい

(a) Γ(n+ 1/2) = (2n− 1)!! · 2−nΓ(1/2)を示せ。

(b) Γ(1/2) =
√
πを示せ (t = u2 とおくとガウス積分に帰着する）

C.4 よく使う点での値

1.

ζ(2) =
π2

6
, ζ(4) =

π4

90
(C.13)

証明は次のようにすればよい。

(a) 一般に

f(0) +

∞∑
n=1

(f(n) + f(−n)) = −π
∑
k

Akcotπαk (C.14)

が成り立つことを示せ。ただし、αk は f(z)の１位の極で Ak はそ

こでの f(z)の留数である。また f(z)はこれらの極をのぞいて解析
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的であり、limz→∞ |zf(z)| → 0とする。

（ヒント：cot zf(z)を複素平面の十分大きな半径の円周上で積分。）

1 2−1−2 0

cot πzの極 f(z)の極

C

(b) f(z) =
1

z2 + a2
ととって、

∞∑
n=1

1

a2 + n2
を求めよ。

(c) a→ 0の極限をとることにより ζ(2)を求めよ。

(d) 同様にして ζ(4)を求めてみよ。

2. 他にも ζ(3) ≃ 1.202、ζ(3/2) ≃ 2.612、ζ(5/2) ≃ 1.3415などが出てくる

が、これらは解析的に値を求めることはできない。パソコンなどを用い

て数値的に値を求めることを試みて見よ。また、ζ(2)や ζ(4)についても

数値計算をして、厳密な値と比較して見よ。数値計算にあたっては、ど

の公式を使うのが効率がいいか、z の値によって収束の速さはどう変わ

るかなど考察してみよ。(一般の実数の z に対するプログラムを作って、

z = 2や z = 4で信頼性をチェックして他の点の値を求めるとよい。）
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付 録D ゾンマーフェルト展開

f(ϵ)を kBT 程度の範囲では大きく変動しない関数とするとき次のゾンマー

フェルト展開が成り立つ。1

∫ ∞

0

f(ϵ)n(ϵ)dϵ ≃
∫ µ

0

f(ϵ)dϵ+
π2

6
(kBT )

2f ′(ϵF) (0 ≤ kBT ≪ µ) (D.1)

[証明]

まず、

I(ϵ) ≡
∫ ϵ

0

f(ϵ)dϵ (D.2)

を定義しておくと、部分積分により∫ ∞

0

f(ϵ)n(ϵ)dϵ = I(ϵ)n(ϵ)|∞0 −
∫ ∞

0

I(ϵ)
dn(ϵ)

dϵ
dϵ (D.3)

が成り立つ。ここで I(0) = 0, n(∞) = 0より、I(ϵ)n(ϵ)|∞0 = 0なので、右辺の

第１項は消える。さらに、

dn(ϵ)

dϵ
= − βeβ(ϵ−µ)

(eβ(ϵ−µ) + 1)2
= − β

4cosh2
(

β(ϵ−µ)
2

) (D.4)

である。従って、関数 coshxの性質を思い出すと、−dn(ϵ)
dϵ

は図D.1に示すよう

に ϵ ≃ µに kBT (≪ µ)位の幅をもつ δ関数のような関数であることがわかる。

もちろん、T = 0では真のデルタ関数になる。従って (D.3)の第２項で、これ
1この展開は一般に T 2n の項のみ含み、一般項も知られているが、ここでは後で使う T 2 まで

の展開を証明しておく。
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ε

kBT

µ

dn(ε)
  dε−

図 D.1: 関数 −dn(ϵ)
dϵ

と積を作って積分される I(ϵ)は ϵ ≃ µの領域しか重要でない。そこで、ϵ ≃ µ

として

I(ϵ) ≃ I(µ) + I ′(µ)(ϵ− µ) + I ′′(µ)

2
(ϵ− µ)2 + ... (D.5)

とテーラー展開することができる。また、|ϵ− µ|が kBT に比べて十分大きい

領域は積分にどうせ寄与しないので、積分区間は
∫ ∞

0

の代わりに
∫ ∞

−∞
に広げ

てしまってかまわない。従って∫ ∞

0

f(ϵ)n(ϵ)dϵ = −
∫ ∞

0

I(ϵ)
dn(ϵ)

dϵ
dϵ

= −
{
I(µ)A0 + I ′(µ)A1 +

I ′′(µ)

2
A2

}
(D.6)

が得られる。ここで

A0 =

∫ ∞

−∞

dn(ϵ)

dϵ
dϵ (D.7)

A1 =

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)dn(ϵ)

dϵ
dϵ (D.8)

A2 =

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)2 dn(ϵ)

dϵ
dϵ (D.9)
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とおいた。それぞれの積分は次のように計算できる。まず、A0 については

A0 =

∫ ∞

−∞

dn(ϵ)

dϵ
dϵ = n(∞)− n(−∞) = 0− 1 = −1 (D.10)

と計算できる。A1 については、
dn(ϵ)

dϵ
が ϵ − µの偶関数であることに注意す

ると

A1 =

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)dn(ϵ)

dϵ
dϵ = 0 (D.11)

であることが分かる。最後に A2 については

A2 =

∫ ∞

−∞
(ϵ− µ)2 dn(ϵ)

dϵ
dϵ = −

∫ ∞

−∞

β(ϵ− µ)2eβ(ϵ−µ)

(eβ(ϵ−µ) + 1)2
dϵ

β(ϵ− µ) = xとおくと、被積分関数は xの偶関数になるので

= − 2

β2

∫ ∞

0

x2ex

(ex + 1)2
dx = −2(kBT )2ζ(2) = −

π2(kBT )
2

3
(D.12)

が得られる2。従って ∫ ∞

0

f(ϵ)n(ϵ)dϵ ≃ −
(
I(µ)A0 + I ′(µ)A1 +

I ′′(µ)

2
A2

)
= I(µ) +

I ′′(µ)

2

π2(kBT )
2

3

=

∫ µ

0

f(ϵ)dϵ+ f ′(µ)
π2(kBT )

2

6

≃
∫ µ

0

f(ϵ)dϵ+ f ′(ϵF)
π2(kBT )

2

6
(D.13)

が得られ、(D.1)すなわち (7.31)が示された3。

2ζ(z) はリーマンの ζ 関数。ここで用いた積分表示及び z = 2 での値の求め方は付録 C 参照。
3第 2 項には (kBT )2 と言う小さい因子が掛かっているので、f ′ の中の µ は ϵF で置き換えて

よいが、第 1 項には小さい因子が掛かっていないので µ はそのままにする必要がある
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