
統計力学 II演習問題VII

1. a、b ２種の同数の原子からなる合金を考える。原子同士は互いに最近接格子点に

きたときのみ相互作用するものとし、そのエネルギーは
Eaa aa対
Eab ab対
Ebb bb対

とする。

高温では２種の原子は乱雑に混じり合っているが、低温では aが A副格子、bが B

副格子（またはその逆）に多く分布する規則性の高い状態に相転移（規則・不規則

相転移）することがある（副格子については前回の反強磁性体の場合と同じように

考えよ。A副格子が aばかり、B副格子が bばかり（またはその逆）になれば完全

に規則的である。）

a原子、b原子の数、A副格子、B副格子の格子点数を共に N/2とし、
A副格子にある a原子の数 NAa

A副格子にある b原子の数 NAb

B副格子にある b原子の数 NBb

B副格子にある a原子の数 NBa

とする。

（a）NAa = NBb =
N
4 (1 + x)、NAb = NBa =

N
4 (1 − x), (0 ≤ x ≤ 1)と表せることを示

せ。(NAa + NBa = NAb + NBb = NAa + NAb = NBa + NBb = N/2に注意せよ)

x = 0なら不規則相、x , 0なら規則相にあると考えられる。xをこの合金の規

則度と呼ぶことにする。

（b）xを与えたとき、とりうる状態の数 W を求め、エントロピー S を xを用いて

表せ。

（c）平均場近似の考え方にならうと、最近接原子対の数は
aa対の数 zNAaNBa/(N/2)
ab対の数 z(NAaNBb + NAbNBa)/(N/2)
bb対の数 zNAbNBb/(N/2)

となることを示し、これを使ってエネルギー E の期待値を xで表せ。（ブラッ

グ・ウイリアムズ近似）

（d）基底状態が規則相であるために Eaa、Eab、Ebb はどのような不等式を満たさな

くてはならないか。

（e）前問の不等式が満たされる時、自由エネルギー F = E − TS が最小になる条件

を求め、規則・不規則相転移の転移温度を求めよ。また、規則度 xの温度依存

性を調べよ。



2. 磁性原子と非磁性原子がランダムに混じった強磁性イジング模型のハミルトニアン

H = −J
∑
<i, j>

′
S iS j (J > 0, S i = ±1/2)

を考える。すべての格子点は磁性原子・非磁性原子のどちらかによって占められて

いるが, 非磁性原子はスピンを持たないので,
∑
<i, j>

′
は下の図の点線に示すような最

近接格子点上にある磁性原子の対についての和であり,非磁性原子のいる格子点に

ついては和を取らない。格子点の総数を N,最近接格子点の数を z,磁性原子の割合

を p,非磁性原子の割合を 1 − p (0 ≤ p ≤ 1)とする。
（a）１つの磁性原子の最近接格子点上にある

磁性原子の数は平均的に zpであることを

考慮し, 平均場近似を適用して 強磁性状

態への転移温度 Tc(p) を求め, Tc(p) の p

依存性の概略を図示せよ。

磁性原子

非磁性原子

（b）磁性原子の濃度の低い領域 (p ≪ 1)では,この結果は定性的にも正しくなく,相

転移は起きないことが知られている。なぜ,このような領域で平均場近似が悪

くなるのか考察せよ。

3. ２次相転移のギンツブルグ・ランダウ理論を考える。秩序パラメーター m を決め

たときの格子点当たりの自由エネルギー f (m,T )(≡ F(m,T )/N)は mの偶関数とし、

m = 0のまわりで次のように展開できるとする。

f (m,T ) = a0(T ) +
a2(T )

2
m2 +

a4(T )
4

m4 +
a6(T )

6
m6 +

a8(T )
8

m8.....

a4 > 0のとき、a6 以上を無視し、a2 = α(T − Tc) (α > 0)、a4 は温度によらない定

数とする。

（a）自由エネルギー最小の条件から実際に実現する m の満たすべき方程式を求

めよ。

（b）Tc の上下での mの振る舞いを調べ、Tc が相転移点になることを示せ。

（c）実際に実現する状態の自由エネルギー f (T )の温度依存性を調べ、転移点近傍

での比熱のとび ∆C を求めよ。

秩序パラメーター mに共役な外場 hをかけると f (m,T )に −mhという項が加わる。

（d）T > Tc で、外場が弱い場合、外場によって引き起こされる秩序パラメーター

mの値を求め、感受率 χ = lim
h→0

m/hの温度依存性を求めよ。

（e）ちょうど T = Tc で、秩序パラメーター mに共役な外場 hをかけたとき、外場

によって引き起こされる秩序パラメーター mの値を求めよ。

（f）0 < T < Tc での感受率を χ = lim
h→0

(m(T, h) − m(T, 0))/h で定義する。ただし、

m(T, h)は温度 T、外場 hのもとで実際に実現する mの値である。このとき χ

を求めよ。

4. 強磁性のイジングモデルの自由エネルギーを平均場近似で計算し、ギンツブル

グ・ランダウ理論の α, a4 の具体的な表式を求めよ。ただし、秩序パラメーター



m = ⟨S i⟩とせよ。VIの 2または 3の結果を利用してよい。

5. 1次相転移のギンツブルグ・ランダウ理論を考える

3と同じ形の自由エネルギーを考え、a4 < 0、a6 > 0とし、a8 以上を無視して次の

問に答えよ。ただし、a2 = α(T − T ∗)、a4、a6 は温度によらない定数とする。

（a）転移温度 Tc を求めよ。

（b）秩序パラメータ mの温度依存性の概略を図示せよ。

（c）相転移点における潜熱 Lを求めよ。

6. 強磁性体の磁化が格子ひずみと相互作用している系のギンツブルグ・ランダウ理論

を考える。自由エネルギーが温度 T および磁化 M および格子ひずみ Q の関数と

して、

F(T,M,Q) = F(T, 0, 0) +
a2(T )

2
M2 +

a4(T )
4

M4 +
b
2

Q2 + λQM

と与えられるとする。ただし、λ = 0 のときの強磁性の臨界温度を T0、a2(T ) =

α(T − T0)とし、a4、α、bは正の定数とする。このとき、一般に λ , 0の時の転移

温度 Tc を求め、磁化 M、格子歪み Q、比熱 C が温度と共にどのように変化するか

を調べよ。ただし、λは温度によらず一定とする。

7. 転送行列法により磁場 H 中の 1次元のスピン 1/2のイジングモデル

H = −J
N∑

i=1

S iS i+1 − h
N∑

i=1

S i (S i = ±1/2, h ≡ µH, µ = −gµB)

を考える。周期的境界条件 S N+1 = S 1 を課すものとする。なお、J の符号は正の場

合（強磁性的）も負の場合（反強磁性的）も含めて考えること）

（a）転送行列法を用いて自由エネルギー F を求めよ。

（b）磁場 h = 0の場合について、熱容量 C を求め、その低温極限、高温極限の振る

舞いを調べ、全温度領域で C の温度依存性の概略を図示せよ。

（c）hのあるとき、温度 T での磁化 M(= µ
⟨∑N

i=1 S i

⟩
)を求めよ

（d）温度 T での磁化率 χを求めよ。

以下の２問は J > 0の場合と J < 0の場合を区別して考えなくてはならないこ

とに注意して解くこと。

（e）全温度領域で χの温度依存性の概略を図示せよ。

（f）温度 T での磁化曲線の概略を図示せよ。また、磁化曲線全体が温度 T ととも

にどのように変化するかを示せ。

8. 1次元のスピン 1/2の強磁性イジングモデルを開放端境界条件で考える。

H = −J
N−1∑
i=1

S iS i+1, (S i = ±1/2, J > 0)

（a）Ti = 2S iS i+1 (i = 1, ..,N − 1)とおくとハミルトニアンは

H = − J
2

N−1∑
i=1

Ti, (Ti = ±1/2, J > 0)



とかける。このことを利用して分配関数 Z、自由エネルギー F を求めよ。な

お、もとの S i は N 個あるが、Ti は N − 1個しかないので、Ti だけでは微視的

な状態を完全に指定できないことに注意せよ。

（b）

S lS l+m = 2m−2
l+m−1∏

i=l

Ti

を示し、これを用いて相関関数 ⟨S lS l+m⟩を求めよ。
（c）相関関数が ⟨S lS l+m⟩ ∝ exp(−m/ξ) のようにふるまうとき、ξ を相関距離とい

う。ξ を求め、低温極限・高温極限での振る舞いを調べ、ξ の温度依存性の概

略を図示せよ。

（d）一般に帯磁率 χは

χ =
µ2

kBT

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨
S iS j

⟩
で与えられる。これを示し、これを用いて χを求めよ。
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